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Chapitre 1

Subdivisions, fonctions en escalier, fonctions réglées

1. Subdivisions d’un intervalle

1.1. Vocabulaire.

DEFINITION 1.1. Soit [a,b] un intervalle fermé de R.Une subdivision de [a,b]

est une suite finie S = (sq,...,sn) de points de [a,b] deux a deux distincts et rangés
par ordre croissant, avec sg = a et sy =b. Sia <b, on adonca =59 <---<sy=>b.
a = 8g s1 So S3 SN—1 sN=25b

Exemple. S :=(0,1,3/2,2) et S’ :=(0,1/4,3/4,1,3/2,7/4,2) sont des subdivisions
de [a,b] :=[0,2].

Remarque 1. Par définition, la seule subdivision d’un intervalle trivial [a,a] = {a}
est S = (a).

Remarque 2. Une subdivision S = (so, ..., sn) de [a,b] contient N + 1 points. Elle
détermine un découpage de [a,b] en N intervalles fermés consécutifs Jy, ..., Jy_1 :

Jx =[Sk, Sk+1] pour k=0,...N —1.

a = s 51 S9 83 Sk Sk+1 SN-1 sy=>b

J() J1 JQ Jk JN—l

DEFINITION 1.2. Soient S et S" deuz subdivisions de [a,b]. On dit que S’ est plus
fine que S, et on écrit 8" = S, si S’ contient tous les points de S

Exemple. S’ = (0,1/4,3/4,1,3/2,7/4,2) est une subdivision de [a, b] = [0, 2] plus
fine que S = (0,1,3/2,2).

1.2. Le Lemme de Cousin. Le résultat suivant peut a juste titre sembler tres
abstrait ; mais il est également tres utile. Il porte le nom de Lemme de Cousin.

THEOREME 1.3. Soit [a,b] € R un intervalle fermé borné. Pour tout x € [a,b], on
suppose donné un intervalle ouvert V, tel que x € V.. Alors il existe une subdivision
S = (s0,...,5N) de [a,b] telle que chaque intervalle sy, sp+1] est entiérement contenu
dans Vg, pour un certain xy € [a,b], avec de plus xj € [Sk, Sp+1]-
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6 1. SUBDIVISIONS, FONCTIONS EN ESCALIER, FONCTIONS REGLEES

Démonstration. On dira qu'un intervalle fermé J C [a, b] est gentil s’il existe une
subdivision S = (sg,...,sn) de J telle que chaque intervalle [sg, si11] est contenu
dans un certain V,, avec xj € [sg,sk+1] (et on dira qu'une telle S est une bonne
subdivision de J). Bien entendu, un intervalle qui n’est pas gentil sera dit méchant.
Avec cette terminologie, il s’agit de montrer que 'intervalle J = [a, b] est gentil.

FArT 0. Si x € [a, b], alors tout intervalle fermé J < V,, tel que = € J est gentil.

Prewve du Fait 0. C’est évident : si J = [u,v], alors (u,v) est une bonne subdivi-
sion de J puisque z € [u,v] € V. O

FAIT 1. Soient u,v, m € [a,b] avec u < m < v. Si [u, m] et [m,v] sont gentils, alors
[u,v] est gentil.

Preuve du Fait 1. 1l suffit de mettre “bout & bout” une bonne subdivision de [u, m]
et une bonne subdivision de [m,v]. (Exo : écrire les détails.) O

Dans la suite, on notera |J| la longueur d’un intervalle .J.

FAIT 2. Soit J < [a,b] un intervalle fermé. Si J est méchant, alors il existe un
intervalle J' = J avec |.J/| = 1|.J| qui est encore méchant.

Preuve du Fait 2. Bcrivons J = [u,v], et soit m le milieu de [u,v]. Par le Fait 1,
I'un des deux intervalles [u, m] et [m,v] n’est pas gentil ; donc il suffit de prendre pour
J’ cet intervalle. O

Maintenant, montrons par I’absurde que [a, b] est gentil.

Supposons que Jy := [a,b] ne soit pas gentil. Par le Fait 2, on peut trouver un
intervalle J; € [a,b] qui est méchant et vérifie |J; = %’Jg‘. En réappliquant le Fait 2,
on trouve un intervalle Jo  J; qui est encore méchant et vérifie || = 3| J1| = 5[ Jo.
Et ainsi de suite : par récurrence, on construit une suite décroissante d’intervalles
J1, Jo, J3, ... telle que |J,| = 2%|J0\ et J, est méchant, pour tout n = 0.

Par le Théoréme des segments emboités, il existe un (et un seul) point z € [a, b]
appartenant & tous les intervalles .J,,. Comme V, est un intervalle ouvert contenant z,
on peut trouver € > 0 tel que [z —¢e,z+¢]| € V,; et comme |J,| — 0 quand n — o0, on
peut ensuite trouver un entier n tel que |J,| < e. Alors J, € [z — e,z + €] car x € J,,
(micro-exo) ; et donc J,, € V,. Donc J, est gentil par le Fait 0 (puisque z € J,,), ce qui
contredit le choix de J,. ]

Du Lemme de Cousin, on peut déduire un autre résultat tres utile, qu’on appelle
le Lemme de Lebesgue.

COROLLAIRE 1.4. Supposons donné, pour tout x € [a,b], un intervalle ouvert V,
tel que x € V,,. Alors on peut trouver § > 0 tel que : tout intervalle J < |a,b] vérifiant
|J| < § est contenu dans un certain Vy.

Démonstration. Soit (so,...,sy) une subdivision de [a,b] donnée par le Lemme
de Cousin. Chaque intervalle [sk, Sg+1] est donc contenu dans V,, pour un certain
xi € [a,b]. Comme les V, sont des intervalles ouverts, on peut, pour k =0,..., N —1,
trouver 0 > 0 tel que [sg — Ok, Sk+1 + 0x] S Vi, (micro-exo).

Soit alors 6 = min(do,...,0n—-1). Si J € [a,b] est un intervalle non vide tel que
|J| <, alors J rencontre [s, sk+1] pour un certain k, donc J < [sk — 9, sk+1+ 9] (exo),
et donc J < [si — g, Sg+1 + 0] S Va, puisque 6 < 0. Par conséquent, 0 convient. [
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La preuve du Lemme de Lebesgue qu’on vient de donner n’est sans doute pas la
plus naturelle qui soit. En voici donc une autre.

Preuve directe du Lemme de Lebesgue. Par I’absurde, on suppose que la conclusion
n’est pas vraie, i.e. que pour tout § > 0, il existe un intervalle J(J) < [a,b] tel que
|J(6)| < 0 mais J(J) n’est contenu dans aucun V. Pour n € N, on pose J, = J(27"),
et on choisit un point z,, € J,. Ainsi :

* [Jn] =0,
e J, n’est contenu dans aucun V,
e x, € J,.

La suite (z,,) est bornée (z,, € [a,b]), donc elle possede une sous-suite convergente
(xn,) par le Théoreme de Bolzano-Weierstrass : z,, — = € [a, b].

Comme V, est un intervalle ouvert et = € V,, on peut trouver ¢ > 0 tel que
[z —2¢,x+2¢] € V, (faire un dessin). Et comme z,, — z et |.J,, | — 0, on peut ensuite
trouver un entier k tel que |z,, —z| <c et |J,, | <e. Alors Jp,, < [y, —€,2n, +€] S
[z — 2¢, x + 2¢] (compléter le dessin). Donc J,, < V;, ce qui contredit la définition des
Ip ! O

1.3. Une application : continuité uniforme.

RAPPEL. Soit I un intervalle de R. Une fonction f : I — R est continue sur I si
elle est continue en tout point de I ; ce qui s’écrit comme suit avec des quantificateurs :

Vrel Ye>035 >0 dépendant de € et de x tel que
Vy e I vérifiant |y — x| <6, ona |[f(y)— f(z)| <e.

DEFINITION 1.5. Soit I un intervalle de R, et soit f : I — R. On dit que f est
uniformément continue sur I si

e f est continue;

e pour € > 0 donné, on peut prendre le méme “6 de continuité” pour tous les x
de I.

Autrement dit :
Ve > 030 >0 dépendant uniquement de € tel que
(%) Ve,y e I vérifiant |y — x| <6, ona |f(y)— f(z)] <e.

Exemple. f(t) :=t est uniformément continue sur R, mais f(t) = ¢? ne l'est pas.

Démonstration. Le fait que f(t) = t soit uniformément continue sur R est un
micro-exo. Pour f(t) = t2, on observe que si § > 0 est donné, alors
1 4]
T = 3 et Y=+ 5
vérifient ,

0 0
|y—x|=§<(5 et y2—x2=x(5+z>x5=1.
Donc, pour ¢ := 1, il est impossible de trouver 6 > 0 tel que () soit vérifiée. O

Le résultat suivant s’appelle le Théoréme de Heine. On aura l’occasion de s’en
servir au Chapitre 4.
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THEOREME 1.6. Si I = [a,b] est un intervalle fermé borné, alors toute fonction
continue f : [a,b] — R est uniformément continue.

Démonstration. Soit € > 0 : on cherche un § > 0 tel que () soit vérifié.

Comme f est continue, pour chaque z € [a,b] on peut trouver un J, > 0 tel que
|f(u) — f(2)| < e/2 pour tout u vérifiant |u — z| < 9.

Pour z € [a,b], on pose V, := ]|z — 0.,z + d,[. Alors

Vo,ye Ve nfab] = |f(y) = f@) < |f(x) = F+1F(2) = fy)l <e/2+¢/2 =
Par le Lemme de Lebesgue, il existe un 6 > 0 tel que tout intervalle J < [a, b]
vérifiant |J| < § est contenu dans un certain V,. Montrons que § vérifie (x).
Soit z € [a, b] quelconque, et soit y tel que |y — x| < d. Alors J := [z, y] (ou [y, x]
si y < ) vérifie |J| < 4. Donc J < V, pour un certain z € [a, b]. En particulier z et y
sont dans V;, et donc |f(y) — f(x)| <e. O

Pour faire bonne mesure, voici les grandes lignes d’une

Preuve directe du Théoréme de Heine. Soit f : [a,b] — R continue. Par 'absurde,
supposons que f ne soit pas uniformément continue. Alors (micro-exo) on peut trouver
e > 0 et deux suites (z,,), (yn) S [a, b] telles que |y, —xn| <27 et |f(yn) — f(zn)| =€
pour tout n € N. Quitte & extraire une sous-suite (Bolzano-Weierstrass), on peut
supposer que la suite (x,) converge, x,, — p € [a,b]. Alors y, — p également car
|y, — x| = 0 (micro-exo) ; et comme |f(x,) — f(yn)| ne tend pas vers 0, cela contredit
la continuité de f au point p. O

2. Fonctions en escalier

DEFINITION 2.1. Soit [a,b] € R, et soit ¢ : [a,b] = R. On dit que la fonction ¢
est en escalier sur [a,b] s’il existe une subdivision S = (sg,...,sn) de [a,b] telle
que ¢ est constante sur chaque intervalle I, = sk, sp+1[, 0 < k < N —1. On dit alors
que la subdivision S est adaptée a .

a = S 51 S2 83 S4 SN-1 sy =50

Une fonction en escalier
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REMARQUE 2.2. Par définition, une fonction en escalier ne prend qu’un nombre
fini de valeurs.

REMARQUE 2.3. Si une fonction ¢ est en escalier sur [a, b], alors sa restriction a
tout tout sous-intervalle [u,v] < [a,b] est en escalier sur [u, v].

Démonstration. Exo. O

Exemple 0. Toute fonction constante est en escalier !

Exemple 1. La fonction “partie entieére” est en escalier sur tout intervalle [a,b].
(Faire un dessin.)

Exemple 2. Soit I < [a,b]. La fonction indicatrice de I est la fonction notée 17
définie par
1 sitel
1i(t) = {0 sitél

Si I est un intervalle, alors la fonction 17 est en escalier.

Fonction indicatrice

Exemple 3. (t) := t n’est en escalier sur aucun intervalle [a, b] non trivial, car elle
prend une infinité de valeurs sur [a, b]. (Faire un dessin.)

Ezxercice 1. Soit E € [a,b], et soit 1 la fonction indicatrice de E. Montrer que 1p
est en escalier sur [a, b] si et seulement si F est une réunion finie d’intervalles.

Ezercice 2. Soit ¢ : [a,b] — R une fonction en escalier. Montrer que si ¢ est
continue sur [a, b], alors elle est constante.

NOTATION. On note £([a, b]) 'ensemble de toutes les fonctions en escalier sur [a, b].

LEMME 2.4. Soit ¢ € E([a,b]). Si S est une subdivision de [a,b] adaptée a p, alors
toute subdivision S’ plus fine que S est adaptée a .

Démonstration. Ecrivons S = (so,...,sn) et S = (sp, ..., sh)-

Farr. Chaque intervalle ]s, sj, ;[ est contenu dans un intervalle ]sg, sg41[.
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Preuve du Fait. L’intervalle ]sj,s;, ;[ ne contient aucun point de S’, donc aucun
point de S puisque S’ > S. Donc, si on note kg le plus grand k tel que s; < s}, on a
forcément sp,11 = s, 4, et donc |s;, 57,1 [S |sk, skq1[-

Sko SE 52+1 Sko+1

O
La preuve du lemme est maintenant immédiate : par hypothese, ¢ est constante
sur |sg, sp41[ pour k = 0,..., N — 1, et d’apres le Fait, chaque intervalle ]sj, s), [ est
contenu dans un certain |sy, sp11[; donc ¢ est constante sur chaque ]sj, 5], [, et donc
S’ est adaptée a . O
COROLLAIRE 2.5. Si ¢1,...,¢4 € E([a,b]), il existe une subdivision S de [a,b] qui

est adaptée a toutes les ;.
Démonstration. Pour ¢ = 1,...,d, soit .S; une subdivision adaptée a (; ; et soit S la
subdivision obtenue en prenant les points de toutes les subdivisions Sy, ..., Sy Alors
S > S; pour tout ¢, donc S est adaptée a chaque ¢; par le lemme. O

COROLLAIRE 2.6. Si ¢1,...,0q € E([a,b]) et si F : R — R est une fonction
quelconque, alors la fonction ® définie par ®(t) = F(p1(t),...,pq(t)) est en escalier.

Démonstration. Soit S = (so, ..., sy) une subdivision adaptée a toutes les ;. Pour
k=0,...,N, toutes les ¢; sont constantes sur |sg, sg+1[; donc ® aussi par définition.
Donc @ € £([a, b]) et S est adaptée a P. O

COROLLAIRE 2.7. Si ¢ et ¥ sont des fonctions en escalier et si A € R, alors les
fonctions ¢ + 1, A\p, i et |p| sont en escalier.

Démonstration. On a (¢ + ¥)(t) = F(p(t),9(t), ot F : R? — R est définie
par F(u,v) = u + v; donc ¢ + 9 est en escalier par le corollaire précédent. Méme
raisonnement pour cy, i et |p| (exo). O

EXERCICE. Montrer qu’une fonction ¢ : [a,b] — R est en escalier si et seulement

si elle est de la forme .
o => N1,
j=1

ot les I; sont des intervalles (et les A; sont des constantes).

3. Fonctions réglées

DEFINITION 3.1. Soit [a,b] € R, et soit f : [a,b] — R. On dit que la fonction f
est réglée si

o f admet une limite a gauche et a droite en tout point x € |a, b[ ;

e f admet une limite a droite en a et une limite a gauche en b.

Exemple 1. Toute fonction continue est réglée (!)
Exemple 2. Toute fonction monotone est réglée.

Exemple 3. Toute fonction en escalier est réglée.
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Exemple 4. Soit f : [0,1] — R définie par f(0) = 0 et f(x) = sin(l/z) pour
0 <z < 1. Alors f n’est pas réglée car elle ne posséde pas de limite & droite en 0 (exo).

THEOREME 3.2. Toute fonction réglé peut étre “approchée” par des fonctions en
escalier. De fagon précise : si f : [a,b] — R est une fonction réglée, alors, pour tout
e > 0, on peut trouver une fonction 0 € E([a, b]) telle que

Vt e [a,b] : 10(t) — f(t)| <e.
Exemple. Faire un dessin pour f(t) = t.

Preuve du Théoréme 3.2. Supposons f réglée, et fixons € > 0.

On note f(z™) et f(z7) les limites & droite et & gauche de f en un point = € [a, b].
(Pour simplifier la rédaction, on pose f(a™) = f(a) et f(bT) = f(b).)

Par définition, pour tout z € [a, b], on peut trouver 0,4, > 0 tels que

() |f(t) — f(z7)| <& pour tout ¢t € [a,b] vérifiant x — 0, <t < x,
' |f(t) — f(zT)] <e pour tout t € [a,b] vérifiant x <t < x + &} .

On pose alors V, = o — 6,z + 6 [. Ainsi, (+) devient
(55) |f(t) — f(z7)| <e pour tout t € V, n[a,b] tel que t < x,
‘ |f(t) — f(zT)] <e pour tout t € V, N [a,b] tel que t > .

Par le Lemme de Cousin, il existe une subdivision S = (sg,...,sy) de [a,b] telle
que, pour tout k € [0, N—1], on a [sg, s+1] S Vz, pour un certain point zj € [Sg, Sg+1]-
Soit alors 6 : [a,b] — R la fonction définie comme suit :

f(t) si testun sg ouun zy,
6(t) :== < f(x,) si sp <t <axyp pour un certain k,
f(x,':) si a2 <t < Spy1 pour un certain k.

La fonction 6 est en escalier (micro-exo); et elle convient par définition. En effet :

si t € [a,b], alors ou bien t est un s, ou un tx, auquel cas 0(t) = f(t); ou bien
sp <t <xpoux, <t < sy pour un certain k, auquel cas t € V,, et (#x) donne
lf(t) —0(t)] <e. O

REMARQUE 3.3. On peut montrer que la réciproque de la proposition est vraie :
si une fonction f peut étre approchée au sens précédent par des fonctions en escalier,
alors f est réglée.






Chapitre 2

Intégrale sur un segment : théorie “minimale”

1. Intégrale des fonctions en escalier

NOTATION. Soit ¢ : [a,b] — R une fonction en escalier, et soit S = (sg,...,Sn)
une subdivision adaptée a ¢. Pour k = 0,..., N — 1, on note I Uintervalle |sg, sx1]
et ay la valeur constante de ¢ sur I, :

o(t) = ay sur I, = sk, Sk+1], 0<k<N-1.

Avec ces notations, on pose

N-1 N-1
I(p,8) == > k[Tl = D ag (sks1 — si)-
k=0 k=0

LEMME 1.1. Si ¢ € &([a,b]), alors I(p,S) ne dépend que de ¢, et pas de la subdi-
vision S de [a,b] adaptées a .
Preuve “géométrique”. Soit S = (s, ..., sy) une subdivision adaptée a ¢ :

p(t)=ar  sur Iy = |sg,sp41[, O<k<N-—-1

Faire un dessin!
En notant Ry le rectangle basé sur I et de “hauteur” ay, on a
aire(R) si ax =0,
(677 ‘Ik‘ =3 .
aire(Ry) si ax <0.

Donc
I(p,8) = > aire(Ry)— >, aire(Ry) = A™(p) — A (),
{k; ap=0} {k; ap<0}
ou AT (y) est laire de la partie du plan située au dessus de I'axe des abscisses et en
dessous du graphe de ¢, et A7 () est l'aire de la partie du plan située en dessous de

I’axe des abscisses et au dessus du graphe de ¢. Et ceci ne dépend pas de la subdivision
S. O

Ezercice. Cette preuve est “malhonnéte”. Pourquoi ?

Preuve “analytique”. Soient S et S’ deux subdivisions adpatées & ¢ : on veut mon-
trer que I(S, ) = I(5, ).

Ecrivons S = (s0,...,5n) et 8" = (sg,...,5),), de sorte qu’il existe des constantes
Qg ..., AN_1,0, ..., telles que
ot)=ap sur Iy = |sk, sky1[, 0<k<N-1,
o(t)=a) sur Il =]s;, 54, 0<I<M-—1

13



14 2. INTEGRALE SUR UN SEGMENT : THEORIE “MINIMALE”
Farr 1. Sik € [0, N —1], alors |I;| = {\ial I, 0 I]| ; et de méme, sil € [0, M —1],
alors |I}] = S0 ' I 1.

Prewve du Fait 1. Les Ij, n I] non vides déterminent un découpage de I, (faire un
dessin). Donc

kl= > |knI
{l; I] I, A}
N-1
=Z|[kal’| car [[ynI]| =0si I nI] = .
=0
([l
FarT 2. Pour tout k € [0, N — 1] et pour tout [ € [0, M — 1], on a
(+) Iy 0 I = I A .
Prewve du Fait 2. Si I, 0 I] = F, c’est évident car I, nI]| = 0. Si I, nI] # & et
si on choisit tg € I, N I}, alors o, = (tg) = a; donc (x) est vraie aussi. O
Montrons maintenant que (g, S) = I(,S’). On a
N—1
I(,8) = > o | Il
k=0
N-1 M-1
= ak( Z |Ikr\]l'|) par le Fait 1
k=0 =0
M-1N-1
= ag Iy 0 I} (interversion de sommes)
1=0 k=0
M—1N-1
= ap|I] n I|  par le Fait 2
1=0 k=0
M-1  N-1
= aE(Z|Il’mIk|)
=0 k=0
M-1
= Z o) || par le Fait 1
1=0
= I((p,S/)
U

DEFINITION 1.2. Si p € &E([a, b]), on pose SZ v :=1I(p,S), ou S est n'importe quelle
subdivision de [a,b] adaptée a ¢. On dit que SZ ¢ est lintégrale de ¢ sur [a,b].

REDITE. Si S = (sg,...,sn), et si(t) = ay sur Iy = |sg, Sg41[ pourk =0,..., N—

1, alors
A N-1
f P =D, arlll = D g (ski1 —sp):
a k=0 k=0
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AUTRES NOTATIONS. Au lieu de S @, on peut écrire S > ou bien S (t)dt,
SZ (x)dx, Sa (u) du, ... (la variable d’intégration est muette ), ou bien S[a p (1) dt,

EXEMPLE IMPORTANT. Si ¢ est constante sur [a,b], ¢(t) = M, alors

LszMx (b—a).

EXEMPLE IDIOT. Sia=b,ona ¢ =0.

SIGNIFICATION GEOMETRIQUE. La preuve “géométrique” du Lemme 1.1 a montré
que si ¢ € &([a,b]), alors SZ‘P est l'aire algébrique déterminée par le graphe de ¢
(entre a et b).

Sb = aire verte —
o, ¥ = aire verte

Ezercice. Soit ¢ € £([a,b]), et soit @ : [a,b] — R. Montrer que si I’ensemble
{t € [a,b]; B(t) # @(t)} est fini, alors e £([a,b]) et §. & = {_ .

PROPOSITION 1.3. L’intégrale des fonctions en escalier posséde les propriétés sui-
vantes.

(1) Positivité. Si p € E([a,b]) et ¢ =0, alorsg 0=
(2) Linéarité. Si ¢,v € £([a,b]) et A€ R, alors

Js@ﬂb Jsﬂfd} et Lb(w)=/\f:90-

(3) Additivité. Si v € E([a,b]) et sia <u < b, alors

f f o+ J (relation de Chasles).
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Remarque. Dans (3), on tient pour acquis le fait que si ¢ est en escalier sur [a, b],
alors ses restrictions aux intervalles [a,u] et [u,b] sont en escalier (Exercice 2.3 du

Chapitre 1). Par ailleurs, on devrait en fait écrire § ¢|(q.) + SZ ©|[u,p] ; Mais on ne le
fait pas, pour ne pas alourdir les notations.

Preuve de la proposition. (1) est évident (micro-exo).
(2) Soit S = (sp,...,sn) une subdivision adaptée & ¢ et a v :
pt)=ar et YP(t) =Bk sur I, = |sg, Sg+1[ pour k=0,...,N — 1.
Alors S est adaptée a ¢ + 1 et p + 1Y = ap, + Bi sur chaque intervalle Iy ; donc

b N-1 N-1 b b
f<so+w>= Nlog+ B I = S eI + Y mrm{ so+j ».
a k=0 k=0 a a

La preuve pour SZ()\QO) est laissée en exo.
(3) Soit S = (sp,...,sn) une subdivision adaptée a ¢,
o(t) = ay sur I, = |sg, sg+1| pour k=0,...,N — 1.

Quitte a rajouter le point u a S, on peut supposer que u fait partie de S, disons u = sy,.
Alors (s, ..., 8k) est une subdivision de [a,u] adaptée & @|[q.u]; €t (Sky,---,SN) est
une subdivision de [u, b] adaptée & ¢, 5. Donc

U b ko—1 N—-1
f@+J@=Zak‘Ik‘+Zak‘Ik‘
a u k=0 k=Fo
N-—1
= Z akzuk|
k=0

b
J.#
a

COROLLAIRE 1.4. L’intégrale est croissante : si o, € E([a,b]) et si v < 1 (i.e.
o(t) < (t) pour tout t € [a,b]), alors \([: o < S/) ).

a

0

Démonstration. On a ¢ = ¢ + (¢ — ¢) et 1 — ¢ = 0. Comme p — ¢ € £([a, b]), on
en déduit, par linéarité et positivité :

wa—LbsoJrLb(w—so) >Lbso~

COROLLAIRE 1.5. Si ¢ € E([a,b]) et © = 0 sur [a,b], alors § ¢ < SZQO pour tout
sous-intervalle [u,v] < [a, b].

0

Démonstration. Par Chasles et positivité :

b U v b v
a a u v u
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2. Fonctions intégrables au sens de Riemann

2.1. Définitions.

NOTATION. Si f et g sont des fonctions sur [a, b], & valeurs réelles, on écrira f < g
pour signifier que f(t) < g(t) pour tout t € [a,b] :

f<g < Vtela,b] : f(t) <g(t).

RAPPEL. Une fonction f : [a,b] — R est dite bornée s’il existe une constante M
telle que
Vte [a,b] : |f(t)] < M.
Point clé : M ne doit pas dépendre de ¢ € [a, b].

REFORMULATION. Une fonction f : [a,b] — R est bornée si et seulement si il existe
deuz constantes C7 et Cy telles que

C1 < f(t) <Oy pour tout ¢ € [a, b].

Démonstration. Exo. OJ

Exemple 1. Toute fonction en escalier est bornée.

Démonstration. Si ¢ € E([a,b]), alors ¢ ne prend qu'un nombre fini de valeurs. En
notant C la plus petite de ces valeurs et Cy la plus grande, on a C < ¢(t) < C pour
tout ¢ € [a, b]. O

Exemple 2. Toute fonction continue f : [a,b] — R est bornée.
Démonstration. C’est un théoréme connu (et non trivial). O
Exemple 3. Toute fonction monotone f : [a,b] — R est bornée.

Démonstration. Si par exemple f est croissante, alors f(a) < f(t) < f(b) pour tout
t € [a,b]. O

Exemple 4. Soit a > 0. La fonction f : [0,1] — R définie par f(0) = 6 et f(t) =
1/t* pour 0 < t < 1 n’est pas bornée, car f(t) — o0 quand ¢t — 0.

EXERCICE 2.1. En utilisant le Théoreme 3.2 du Chapitre 1, montrer que toute
fonction réglée f : [a,b] — R est bornée.

REMARQUE. Si f : [a,b] — R est bornée, alors
e 'ensemble Z(f) = {SZ ©; pe&(la,b]), p < f} est non vide et magjoré ;

« ensemble Z(f) = {Sz o; Ye&(la,b]), = f} est non vide et minoré

Démonstration. Soient C7 et Cy deux constantes telles que C; < f < (. La
fonction constante ¢ = C est en escalier (!) et vérifie ¢ > f, donc 'ensemble Z( f) est
non vide. Si ¢ € £([a,b]) vérifie ¢ < f, alors ¢ < C3 et donc Ssgo < SZ Cy = Cy(b—a),
qui est une constante indépendante de . Donc Z(f) est majoré par Cy(b — a). On
montre de méme que Z(f) est non vide et minoré par C(b — a). O
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DEFINITION 2.2. Pour toute fonction bornée f :[a,b] — R, on pose

Lbf:=sup{fb(p; v &(ab]) | @éf}

a

et B
Lbf = inf{f@; Ve&(a,b]), > f}.

On dit que SZ f est l'intégrale inférieure de f sur [a,b], et que §Z f est l'intégrale
supérieure de f sur [a,b].

Farr 2.3. On a toujours SZ < §Z f- Plus précisément :

(*) b b b b
f p < J f< f f< f P pour toutes v, € E([a,b]) vérifiant ¢ < f <.

Démonstration. Par croissance de l'intégrale des fonctions en escalier, si ¢, 19 €
E([a,b]) vérifient ¢ < f < 1), alors SZcp < SZ 1. En fixant 1 et en prenant le “sup en
¢”, on en déduit §” f < §* ¢ pour toute ¢ € E([a,b]) telle que ¢ > f; don " f < U f
en prenant maintenant 1’“inf en v”.

0

FAIT 2.4. Si f: [a,b] — R est en escalier, alors SZf = SZf = Sjif.
Démonstration. On peut prendre ¢ = f = 1) dans (x). O

DEFINITION 2.5. Soit f : [a,b] — R. On dit que f est intégrable au sens de
Riemann sur [a,b] si f est bornée et si on a SZf = ﬁf. Dans ce cas, on note SZf

cette valeur commune, et on dit que SZ f est l’intégrale de f sur [a,b]. On a ainsi

Lbf:Lbf: J:)f'

AUTRES NOTATIONS. Au lieu de SZ f, on peut écrire S[a’b] f; ou bien SZ f(t)dt,
SZf(:B) dx, SZ f(u)du ...; ou bien S[a’b] f(t)dt, S[a,b] f(z)dx, S[a’b] f(u)du ...

Remarque 1. Au lieu de “intégrable au sens de Riemann”, on écrira souvent “(R)-
intégrable”, ou méme seulement “intégrable”.

Remarque 2. Toute fonction en escalier est intégrable au sens de Riemann.
Démonstration. C’est le Fait 2.4. ]

Remarque idiote. Si a = b, alors toute fonction f : [a,a] — R est intégrable sur
la,a], avec § f = 0.

INTERPRETATION GEOMETRIQUE. Si une fonction f : [a,b] — R est intégrable
sur [a,b], alors Sz f s’interpréte comme 1’ “aire algébrique déterminée par le graphe de
17 (entre a et b). C’est une intuition utile, qui permet parfois de deviner la valeur
d’une intégrale sans faire aucun calcul ; mais cela ne peut pas constituer une fondation
rigoureuse de la théorie, car on n’a pas donné de définition précise de ce qu’est ’aire
d’une partie “quelconque” du plan.
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+

SZ f = aire verte —

EXERCICE 2.6. Utiliser l'interprétation géométrique de l'intégrale pour calculer
SZ tdt. (Distinguer les cas “a et b de méme signe” et “a <0 < b".)

2.2. Exemples et contre-exemples. Le théoréme suivant donne une vaste classe
de fonctions intégrables.

THEOREME 2.7. Toute fonction réglée f : [a,b] — R est intégrable au sens de
Riemann sur [a,b]. En particulier :

« toute fonction continue sur [a,b] est (R)-intégrable sur [a,b] ;
« toute fonction monotone sur [a,b] est (R)-intégrable sur [a,b].
Démonstration. Soit f : [a,b] — R une fonction réglée. D’apres 'Exercice 2.1, on
sait déja que f est bornée. Il s’agit de voir que SZ f= S—Z f.

Soit € > 0 quelconque. Comme f est réglée, on sait qu’on peut trouver une fonction
en escalier 0 telle que

Vie[ab] - |0() — f(t)] <.

On a alors
0—ec <f<bO+c¢.
~—— N——
® P

Comme les fonctions ¢ et ¢ sont en escalier, on en déduit que

Lb(e—s)< Lbf< Lbf<Lb(0+s).
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0< Lbf— Lbfng(e+a)—Lb(a—e):Lbzszze(b—a).

Ceci étant vrai pour tout € > 0, on a donc EZ f= SZ f. g

Donc

CONTRE-EXEMPLE 1. Soit a@ > 0, et soit f : [0,1] — R définie par f(0) = 6 et
f(t) = 1/t* pour 0 < t < 1. Alors f n’est pas (R)-intégrable sur [0, 1], car elle n’est
pas bornée.

CONTRE-EXEMPLE 2. Soit 1g : R — R la fonction fonction indicatrice des
rationnels, qui est définie par
1 site@Q
lo(t) = {o sit¢Q
Alors 1g n’est (R)-intégrable sur aucun intervalle [a,b] non trivial.
Démonstration. Soit ¢ : [a,b] — R une fonction en escalier quelconque telle que
¢ < 1g sur [a,b], et soit S = (sg,...,sy) une subdivision adaptée a ¢,
o(t) = ay sur I, = sk, Sp+1]-

Pour tout k € [0, N — 1], l'intervalle ouvert Ij contient au moins un irrationnel tj. On
a donc ay = p(t;) < 1g(ty) =0, pour k =0,...,N —1; et donc

b N—-1 N-1
f Y= Z ay [Ix] <0 x Z [Ix] =0 x (b—a) = 0.
o k=0 k=0

Ceci étant vrai pour toute ¢ € £([a,b]) vérifiant ¢ < 1g, on en déduit que

b
f1@<0><(b—a)=0.

a

En utilisant le fait que tout intervalle ouvert I # (J contient au moins un rationnel,
on montre de la méme fagon (exo) que

b
f lg=1x(b—a)=b—a.

a

Donc SZ 1g # SE 1g puisque a < b. O
2.3. Reformulations de la définition.

LEMME 2.8. Pour une fonction f : [a,b] — R, les propriétés suivantes sont
équivalentes.

(1) f est (R)-intégrable sur [a,b].
(2) Pour tout € > 0, on peut trouver deuz fonctions en escalier ¢ et 1 telles que

b
p<f<v e f(¢—¢)<6-

a

(3) 1l existe deur suites (pn) et (V) de fonctions en escalier telles que

b
on < f<tp pourtoutneN et j(zpn—%)mo,

a
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De plus, si (¢n) et (¥n) sont comme dans (3), on a
b
Jf dt—hmfcpn—hm Uy
n—0o0
Démonstration. (1) (2 ) Supposons que f soit (R)-intégrable sur [a,b], et

fixons € > 0. Par déﬁmtlon de Sa f, le nombre Saf — /2 n’est pas un majorant de

l’ensemble {SZ ¢; p€&([a,b]), ¢ < f}; autrement dit, on peut trouver ¢ € &([a,b])
telle que

o< f et Lbap>Lbf—5/2.

De méme, on peut trouver ¢ € £([a, b]) telle que
b =b
Vs f et f b < f fief.
a a

Comme S S Sj) f (par hypothese sur f), on a alors

o= [o[oe ([0 ([r-er) s

et donc (2) est vérifiée puisque ¢ < f < 9.

(2) = (3). Supposons (2) vérifiée. Alors, pour tout n € N, on peut trouver des
fonctions en escalier ¢, et i, telles que

b
Pn < f < % et J (wn - San) S ép = 27",

a
Donc (3) est vérifiée.
(3) = (1). Soient (¢,) et (¢y) vérifiant (3). Comme ¢y < f < 9 et comme
les fonctions ¢g et 1y sont bornées, on voit que f est bornée (micro-exo). Pour tout

neN, on a
b b b b
[ens s [r<]vm

Comme SZ U — SZ On = Ss(wn — n) — 0, on en déduit (exo) que SZ f= S:l: f et que
les deux suite (SZ ©n) et (SZ ¥n) convergent toutes les deux vers SZ f= SZ’ f. Donc f
est (R)-intégrable sur [a, b] et SZ f(t)dt =lim, o0 SZ on = lim, o SZ . O

Remarque 1. Si (¢n) et (1y,) sont comme dans (3), on dit que la suite (¢n, ¥n) est
une suite approximante pour f.

Remarque 2. Si f est (R)-intégrable sur [a,b] et si C et Cy sont deux constantes
telles que C1 < f < (9, alors on peut trouver une suite approximante (¢, ¥y,) pour f
telle que C1 < p, < f < ¢, < Cy. De méme, pour € > 0 donné, les fonctions ¢ et 1
de (2) peuvent étre choisies telles que C1 < p < f <y < C

Démonstration. Soit ({5,2,@,[;;) une suite approximante quelconque pour f. Si on
pose ¢, = maX(Cl,%(t)) et Pn(t) = mln(C’g,wn( )), alors Cl on < f <Y, <C

De plus, ¥, — ¢ < 9 — @y car ¢, < wn et ¢, = @y, donc S (Yn —pn) < SZ({D\TJL — ¥n)

et donc SZ(wn — ) — 0. Ainsi, la suite (5, 1,) convient. Méme preuve pour la 2éme
partie de la remarque. ]
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Voici une variante du Lemme 2.8 qui a également son utilité.

LEMME 2.9. Une fonction bornée f : [a,b] — R est (R)-intégrable sur [a,b] si et
seulement si la propriété suivante est satisfaite :

(2’) Pour tout € > 0, on peut trouver deuz fonctions en escalier 6 et e telles que

b
0 —fl<e et Je<€.
a
De plus, si M est une constante telle que |f| < M, alors on peut imposer que la
fonction 0 de (2°) vérifie également |0] < M.

Démonstration. Supposons f intégrable, et soit € > 0. Par le Lemme 2.8, on peut
trouver ¢, 1 € E([a, b]) telles que p < f < et 82(1/1— @) <e. Alors |[p— fl <Y —pet
SZ(¢ — ) < ¢, donc (27) est satisfaite avec 6 := ¢ et e := 1) — . De plus, si |f| < M,
i.e. —M < f < M, on a vu (Remarque 2 apres le Lemme 2.8) qu’on peut imposer a
0 = ¢ de vérifier également —M < 0 < M, i.e. |0| < M.

Inversement, supposons (2’) vérifiée. Soit € > 0 quelconque. Par (2’), on peut
trouver 6, e € £([a,b]) telles que |0 — f| < e et SZ e <¢e/2. Alors

b b
e <f +e e L (=) L e<2/2=¢
@ ¥
Donc f est intégrable sur [a,b] d’apres le Lemme 2.8. O

Ezxercice. Utiliser le Lemme 2.9 pour montrer que toute fonction réglée f : [a, b] —
R est intégrable au sens de Riemann sur [a, b].

2.4. Propriétés de P’intégrale.

NOTATION. On note R([a,b]) I'ensemble de toutes les fonctions f : [a,b] — R
intégrables au sens de Riemann sur [a, b].

THEOREME 2.10. L’intégrale posséde les propriétés suivantes.
(1) Positivité. Si f € R([a,b]) et si f >0, alors §* f = 0.
(2) Linéarité. Si f,g € R([a,b]) et A € R, alors f + g et \f sont intégrables,
avec SZ(f +g) = sz + SZg et SZ()\f) = )\SZf.
(3) Additivité. Soit u tel que a < u < b, et soit f : [a,b] — R. Alors f est
intégrable sur [a,b] si et seulement si elle est intégrable sur [a,u] et sur [u,b],
et dans ce cas on a SZ f=5r+ Sz f (relation de Chasles).

Démonstration. (1) C’est évident : si f > 0, alors SZ f= SZ f= SZO = 0 puisque 0
est une fonction en escalier minorant f.

. b b b .

(2) (i) Montrons que f + g € R([a,b]) et Sa(f +g) = Saf + Sa g. Soit (pn1,%n1)
une suite approximante pour f, et (¢p2,%n2) une suite approximante pour g. Si on
pose

Pn = Pn,1 + ¥n,2 et wn = wn,l + 7/}71,27
alors
on < f+g<iy, pour tout n € N;
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et par linéarité de ’intégrale pour les fonctions en escalier :

b b
j (Q;Z)n - ‘pn) = j ((@Zjn,l - Qpn,l) + (wn,Q - <Pn,2))

a a

n—o0

= Lb(wn,l —Pni) + Lb(%2 N

Par le Lemme 2.8, on en déduit que f + g est (R)-intégrable sur [a,b] et que (¢n, ¥n)
est une suite approximante pour f + g. De plus,

b b
j(f'i'g): lim Pn

a n—0o0
b
= lim . (Pn,1 + ©n,2)
b b
= lim (J on,1 + f cpn,2> par linéarité de SZ sur &([a, b])
n—a0 a a

b b
= f f+ f g puisque §. on1 — § fet S pne— g
a a

(ii) On montre de méme que si f € R([a,b]) et A € R, alors \f € R([a,b]) avec
SZ(/\ =X SZ f. Les détails sont laissés en exo. (Ce n’est pas totalement immédiat : Il
faut distinguer les cas A = 0 et A < 0.)

(3) Supposons que f soit (R)-intégrable sur [a,b], et soit (¢n,¥y) une suite ap-
proximante pour f. Alors les ¢, et les 1, sont en escalier sur [a,u], avec ¢, <
fu < ¢y, sur [a,u]. De plus Ss(wn — n) < Ss(wn — n) car P, — ¢, = 0, donc
§. (tn — on) — 0. Par le Lemme 2.8, on en déduit que f est (R)-intégrable sur [a,u],
avec § f = limpo § o = limpo § ¢y De méme, f est (R)-intégrable sur [u, b]

b . b . b
avec Su f=1lm, e Su Y = limy,_,q Su Up. Enfin,
U b U b
Jf—&-ff:lim on+ lim | ¢,
a u n—0 u

—
noca

U b
nlgrolo (L on + L %)

= lim | ¢ par Chasles pour &([a, b))

Il
bl

Inversement, supposons que f soit intégrable sur [a, u] et sur [u, b]. Soit (¥n 1,%n1)
une suite approximante pour f sur [a,u] et (¢n2,1%n2) une suite approximante pour
f sur [u,b] :

©On2 n2 sur [u,b] et Su(wmg —n2) —0

®n,1 < f < wn,l sur [a,u] et Su@pn,l - Son,l) -0
< f<
: [a,b] — R les fonctions définies par

Pour n € N, soient ¢, ¥, :

On = @n1 sur [a,u] et p = pp2 sur |u,b]
Yp =Yp1 sur [a,u] et Y, =n2 sur |u,b]
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Les fonctions ¢, et 1, sont en escalier (micro-exo), et on a ¢, < f < 1, sur [a, b] par
définition. De plus

| (o — ) = [[wn—gn)+ fb(wn —pn)  par Chasles pour £([a, )

a a u

u b
= f (Yn,1 — @na) + j (Yn2 — ¥n2) par définition de ¢, et ¥,
a u

n—0o0

0.
Donc f est (R)-intégrable sur [a,b] et (¢n,¥n) est une suite approximante pour f. [

REMARQUE. La propriété (2) signifie que R([a, b]) est un espace vectoriel et que
Papplication f +— SZ f est une forme linéaire sur R([a,b]).

COROLLAIRE 2.11. L’intégrale est croissante : si f,g € R([a,b]) et f < g, alors
b b
Saf <9
a a

Démonstration. Identique a celle donnée pour les fonctions en escalier (¢f Corol-
laire 1.4). O

COROLLAIRE 2.12. Si f € R([a,b]), alors la fonction |f| est (R)-intégrable sur
[a,b], et on a

[ e <[ ol

Démonstration. (i) Intégrabilité de |f|. Soit € > 0 donné. Comme f est (R)-
intégrable sur [a,b], le Lemme 2.9 permet de trouver deux fonctions 0y, e € &([a,b])
telles que

b
00— fl < e et Je<e.

a

D’apres I'inégalité triangulaire, on a || f| — [6o|| < | f — 6o ; donc

b
160 — | fl| < e et Je<s.

Comme 0 := |0y| € E([a,b]), on en déduit que |f| est (R)-intégrable sur [a,b] d’apres
le Lemme 2.9.

(ii) Majoration. Comme —|f| < f < |f], on a (par croissance et linéarité)

b b b b
== [ r< ]
d’ou le résultat. OJ

COROLLAIRE 2.13. Si f est intégrable sur [a,b] et si M est une constante telle que
Vie [a,b] : |f(B)] < M, alors ‘SZf(t) dt‘ < M(b—a).

Démonstration. On a

oS ar) < So1F@)lde < §M = M- a). O

COROLLAIRE 2.14. Si f est une fonction intégrable sur [a,b], alors f est intégrable
sur tout sous-intervalle [u,v] < [a, b].
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Démonstration. Par (3), f est intégrable sur [u, b], et donc intégrable sur [u,v] &
nouveau par (3). O

COROLLAIRE 2.15. Si f € R([a,b]) et si [ =0 sur [a,b], alors § f < SZf pour
tout sous-intervalle [u,v] < [a,b].

Démonstration. Identique a celle donnée pour les fonctions en escalier (¢f Corol-
laire 1.5). O

COROLLAIRE 2.16. Soit f : [a,b] — R. Si f est bornée et ne posséde qu’un nombre
fini de points de discontinuité, alors f est (R)-intégrable sur [a,b].

Démonstration. Notons z1 < - -+ < xk les points de discontinuité de f (on suppose
qu’il y en a), et posons également xp := a et xx 41 := b. Par la propriété d’additivité,
il suffit de montrer que f est intégrable sur chaque intervalle [z;, z;+1], i = 0,..., K.
On fixe donc i € [0, KJ.

Soit £ > 0 : il s’agit de trouver deux fonctions ¢ et 1) en escalier sur [x;, z;11] telles
que ¢ < f <o sur [z, 4] et 77 — ) <e.

Par définition de x1, . . ., 2k, on sait que f est continue sur |x;, z;+1[, donc intégrable
sur tout intervalle fermé [u,v] contenu dans |x;, z;11[. De plus, comme f est bornée,
on peut choisir une constante M telle que —M < f < M.

Soient u,v tels que z; < u < v < x;41 a choisir ultérieurement. Comme f est
intégrable sur [u,v], on peut trouver des fonctions & et ¢ en escalier sur [u, v] telles
que & < f < 9 sur [u,v] et SZ(J — @) < ¢/2. Définissons alors ¢ et 1 sur [z, zi+1]

comme suit : ¢ := @ sur [u,v], et @ := —M sur [z;,u[ U v, zi41]; et de méme, ¢ =
sur [u,v], et o = M sur [z;,u[ U |v,zi41]. Alors ¢ et 1 sont en escalier, et ¢ < f <

sur [z, zi+1]. De plus, on a ¢ — ¢ = 2M sur [z;, u[ U |v, zi+1]. Donc

Jw(w —p) = f 2M + f(vf— &) + f 2M

T x; u v
<2M ((u— ;) + (wip1 — v)) + /2.
Si on choisit maintenant les points u et v suffisamment proches de x; et x;11 pour avoir
(u— ;) + (Tis1 —v) < g/4M, on obtient §T*"' (¢ — ) < &/2+¢/2 = €; ce qui termine
la démonstration. g
Exemple. La fonction f : [0,1] — R définie par f(0) = 6 et f(t) = sin(1/t) si
0 <t < 1 est intégrable au sens de Riemann sur [0, 1] par le Corollaire 2.16, car elle

est bornée et continue en tout point sauf 0; mais cette fonction n’est pas réglée car
elle n’a pas de limite en 0 (exo).

EXERCICE 2.17. Soit f : [a,b] — R une fonction continue et > 0. Montrer que si
SZf(t) dt = 0, alors f = 0.

PROPOSITION 2.18. L’espace vectoriel R([a,b]) est stable par produit : si f,g €
R([a,b)), alors fg & R([a,b]).

Démonstration. Soit € > 0. Par le Lemme 2.9, on peut trouver des fonctions en
escalier 01, e, 02, ey telles que

00— fl<er et §le;<e/2M
0o —gl <ex et § e <e/2M
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ou M est une constante telle que |f| < M et |g| < M. De plus, on peut également
supposer qu’on a |01 < M et |02] < M. Alors

0102 — fgl < |61] |02 —g|+ |60 —f|] [9] < M(er+e),
—_—— e — ——
<M <eg <e; <M

et
b
J M(e; +e2) < M(g/2M +¢/2M) = e.
a

Donc la propriété (2’) du Lemme 2.9 est satisfaite avec 0 := 6105 et € := M(e1+ez). O

ILLUSTRATION. Inégalité de Cauchy-Schwarz.

On va montrer que si f et g sont deux fonctions intégrables au sens de Riemann

sur [a, b], alors
b
J |f(D)g(t)|dt < \/f | £(t)2dt x \/f lg(t)|2dt.

Cette inégalité, extrémement utile, porte le nom d’inégalité de Cauchy-Schwarz.

Quitte & remplacer f et g par |f]| et |g|, on peut supposer que les fonctions f et g
sont > 0. L’idée est de dire que si on pose

b
2
Pla) = [ (o) + ol0)
a
alors, par positivité de 'intégrale, on a
P(z)>=0 pour tout z € R.

Par ailleurs, comme (zf(t) + g(iﬁ))2 = f(t)%2? + 2f(t)g(t)z + g(t)?, on a par lindarité
de l'intégrale :
P(x) = Az® 4+ 2Bz + C,

b b b
A:szQ7 Bzszg et szfQQ

Comme “A < 0” pour toute fonction polynomiale de signe constant, on en déduit
2 < AC,
ce qui est exactement 'inégalité recherchée.
2.5. Fonctions a valeurs complexes.

DEFINITION 2.19. Soit f : [a, b] — C. On dit que f est (R)-intégrable sur [a,b] si
les fonctions Re(f) et Im(f) sont (R)-intégrables sur [a,b] ; et dans ce cas, on pose

J j Re(f +zJIm(f)

Autrement dit : si f = u + v avec u et v a valeurs réelles, alors

ﬁ?u+m0=Jju+i£%.
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REMARQUE 1. Par définition, si f : [a,b] — C est intégrable, alors

Re (Lbf(t) dt) _ bee(f(t))dt et Tm <Lbf(t) dt) _ Jblm(f(t))dt.

a a

REMARQUE 2. Notons R([a, b], C) I'ensemble de toutes les fonction (R)-intégrables
sur [a,b], a valeurs complexes. Alors R([a,b],C) est un espace vectoriel stable par
produit.

Démonstration. C’est un bon exo de compréhension de la définition. ]

PROPRIETES DE L'INTEGRALE. Ce sont les mémes que pour les fonctions a valeurs
réelles.

(1) Linéarité : SZ(f +9) = SZf + SZg et SZ()\f) = )\SZf pour tout e C.
(2) Majoration du module : ‘SZ f(t) dt‘ < SZ |f(t)] dt.
Démonstration. (1) Le fait que Ss(f +g) = SZ f+ SZ g pour toutes f, g € R([a,b],C)
est “immédiat” & partir de la définition (micro-exo). Soient maintenant f € R([a, b], C)

et soit A € C. On écrit f = u+ivet A = a+if (ou u, v sont a valeurs réelles et «, 5 € R.
Alors

A = (a+if)(u+iv) = (au — pv) + i(Bu + aw)
et donc, par définition de I'intégrale des fonctions a valeurs complexes :

Jb(m _ Jb(au — Bu) + ifb(gu + av)

a a a

b b b b
=afu—5fv+iﬁju+iafv
a a a a

b

=(a+iB)Lbu+i(a+iﬁ)Lv
=)\<Lbu+iva) :/\Lbf.

(2) (i) Intégrabilité de |f| si f € R(|a,b],C). On laisse la démonstration en exo
(adapter la preuve du Corollaire 2.12).

(ii) Magjoration. Soit f € R([a,b],C). Comme SZ f est un nombre complexe, on peut

Oottr>0eteR. Alors r = ‘sz‘ Donc, si on pose w = e~ %, on a

oL

écrire SZ f=ré

lw| =1 et
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b ; L
Alors, comme ‘Sa f ‘ est un nombre réel, on peut écrire

- (1)
e[

b
= Re (J w f> par linéarité

a

-| " Re(w)

a

b
<j lwf] car Re(wf) < |wf]

= | |fl car |w|=1.

2.6. Inversion des bornes d’intégration.

NOTATION. Soit f : I — C une fonction (R)-intégrable sur tout intervalle [a, b] < I.

Siu,veletsiu<wv,on pose
u v
[r[s
v u

L’intérét d’autoriser des “bornes inversées” tient au fait suivant :

FarT 2.20. La relation de Chasles S: f= SZ f+S;U f est valable pour tous u,v,w € I,
quel que soit l'ordre dans lequel u,v,w sont rangés.

Démonstration. Si par exemple u < w < v, alors § f = { f + (" f par la relation
de Chasles usuelle, donc SZ) f= SZ f— Sfu f= SZ f+ S;” f. Idem pour les autres cas. [

REMARQUE. Il faut faire attention quand on veut majorer le module d’une intégrale
SZ f(t)dt si les bornes sont “dans le mauvais sens”, i.e. v < wu : dans ce cas, on a
§01f(t)|dt < 0, donc on ne peut pas écrire que [§ f(t)dt| < §'|f(t)|dt. Pour écrire
I’inégalité correctement, il faut remettre les bornes “dans le bon sens” en écrivant que
S0 ft)dt] = |- f@)dt| =[S f(t)dt|, et donc |§! f(t)dt| < §'|f(t)|dt. En résumé :

on a
v

lf()]dt siu<w

u

Jvf(t)dt‘ <
! f FOldt siu> v

v
3. Le “Théoreme fondamental de 1’analyse”

Au stade o on en est, on sait que beaucoup de fonctions sont intégrables et que
Iintégrale possede des propriétés sympathiques. Cependant, on est pour le moment
incapable de calculer I'intégrale de la moindre fonction “concréte” un peu compliquée.
Par exemple, on peut calculer Stht par un argument géométrique (Exercice 2.6),



3. LE “THEOREME FONDAMENTAL DE L’ANALYSE” 29

. . < . . b b
mais on ne voit pas trés bien comment se débrouiller avec Sa t2dt ou Sa t3dt. Dans cette
section, on va voir comment améliorer la situation.

3.1. La version utile.

RAPPEL. Soit I un intervalle de R. On dit qu’une fonction F' : I — C est de classe
C! si F est dérivable sur I et si la fonction f’ est continue sur 1.

THEOREME 3.1. (Théoréme fondamental de I’analyse)
Soit I un intervalle de R, et soit f : I — C une fonction continue. Soit également
xg €1, et soit F': I — C la fonction définie par

Fla) - f " r) .

Alors F est de classe C' et F' = f.

Démonstration. Comme f est continue, il suffit de montrer que F' est dérivable sur
I avec F' = f.
Fixons un point x € I. Il s’agit de voir que
F(z 4+ h) — F(z)
h

Dans ce qui suit, on ne considere que des h # 0 tels que x + h € I.
D’apres la relation de Chasles, on peut écrire

Fz +h) - F(z) =LThf—sz:fOvaf:hf:f+hf,

F(x+h)—F(z) 1 (*h
h h f

f(x)dt = h f(x) (intégrale de la constante f(z) par

— f(x) quand h — 0.

et donc

z+h

Par ailleurs, on a aussi Sw

rapport a t), et donc

Ainsi, on obtient par linéarité

F(x + h) — F(x) N 1j$+h

h
Maintenant, soit € > 0. On cherche : un § > 0 tel que

F(z+h)— F(z)
h

Comme f est continue au point z, on peut trouver § > 0 tel que

|h|<5:>‘

- 1@ <e

|f(t) — f(z)] <e  pour tout ¢t € I vérifiant |t — x| < 4.
Dong, si 0 < h < 6, alors

B " x+h
F(m~|—h})l F()—f(:c)‘élf |f(t)—f(aj)|dt<%><5h:5-
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De méme, si —d < h <0, alors © + h = x — |h| et donc

F(z+h)—F(x 1 (x=Inl
V=P ) =5 [ 0 - f@)
h h J,
1 X
<o | -l <e
1Bl Joein|
Ainsi, on a montré que
F h)—F
(z+ f)z (z) _ flz)|<e pour tout h vérifiant |h| < ¢ ;
soit exactement ce qu’on voulait. ]

RAPPEL. Soit I un intervalle de R, et soit f : I — C. On dit qu’une fonction
F : I — C est une primitive de f sur [ si F est dérivable sur I avec F’' = f.

FAIT IMPORTANT. Deux primitives d’'une méme fonction f : I — C different d’une
constante.

Démonstration. Si F| = f = Fj, alors (F;, — F})' = 0, donc F, — F} est constante
sur l'intervalle 1. O
COROLLAIRE 3.2. Toute fonction continue f : I — C posséde des primitives.

Démonstration. C’est évident par le théoréeme (mais tres loin de I’étre si on n’a pas
le théoreme a sa disposition). 0

Du Théoreme fondamental de I’analyse, on déduit tres facilement ce qu’on pourrait
appeler la “Formule fondamentale du calcul intégral”.

NOTATION. Pour tout fonction F': I — C et pour tous a,b € I, on pose

[F]° = F(b) - F(a).

COROLLAIRE 3.3. Si f : I — C est continue et si a,be I, alors

b
b
| =17,
a
ot F' est n’importe quelle primitive de f sur [a,b].
Démonstration. Comme deux primitives de f different d’une constante, la quantité
[F ]Z ne dépend pas de la primitive F.

On prend pour F la fonction définie dans le théoreme : F(x) = Sio f(t)dt. Alors,
par Chasles :

I S P N A

COROLLAIRE 3.4. Si F : I — C est une fonction de classe C*, alors, pour tous
u,vel, on a

0
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Démonstration. On applique le Corollaire 3.3 & f := F/ entrea =u et b=v. [

EXEMPLES. Les formules suivantes découlent immédiatement du Théoreme fonda-
mental de ’analyse.

(1) Soit n € N. Pour tous a,b € R, on a

vatndt _ [tn+1 ]b _ pntl _an+1‘
a n+1la n+1

(2) Si A e R\{0}, alors

Jb cos(\t) dt = [% sin()\t)]z _ sin(Ab) ; sin(\a)

a

et

Lb sin(At) dt = [—% cos()\t)]z _ cos(Aa) ; cos(Ab)

(3) Soit A € C\{0}. Pour tous a,be R, on a

b a
. ) )

En effet : si on écrit A = o + 8 avec «, 8 € R, alors
eM = et = e (cos(Bt) + isin(Bt));
donc
(e)‘t>/ = ae® (cos(Bt) + isin(Bt)) + e (—Bsin(Bt) + i cos(Bt))
= (cos(ﬁt)(a + 1) + sin(8t) (i — B))

=t (cos(ﬂt)(a +1iB) +isin(Bt)(a + 25))
= e (cos(Bt) + isin(ﬂt))
=AM,

At

Donc la fonction ¢ —

1 e est une primitive de t — e

, ce qui donne la formule
annonceée.

(4) Pour tout z > 0, on a

(5) Pour tout x € R, on a
Todt
arctan(x) = J

(6) Pour tout x € |[-1,1[, on a

Toodt
arcsin(x) = J
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REMARQUE. En fait, la formule (4) pourrait servir de définition de la fonction In.
Avec cette définition, on obtient immédiatement que la fonction In est une primitive
de la fonction z — 1/x et que In(1) = 0 : on a ainsi démontré qu’il existe effectivement
une fonction possédant ces propriétés (chose qui est en général admise au lycée). De 14,
on peut définir la fonction exponentielle comme étant la fonction réciproque de In, et
montrer que (%)’ = e® et e = 1 (alors qu'au lycée on admet qu’il existe une fonction
possédant ces propriétés).

3.2. Une version plus générale. Le théoreme suivant est plus général que la
“formule fondamentale du calcul intégral” (Corollaire 3.3).

THEOREME 3.5. Si f : [a,b] — C est une fonction intégrable sur [a,b] (pas
forcément continue) et si f possede des primitives, alors SZ ft)dt = [F ]Z pour n'im-
porte quelle primitive F' de f. De maniére équivalente : si F : [a,b] — C est une
fonction dérivable sur [a,b] (pas forcément C') et si F' est intégrable sur [a,b], alors

§$° F'(t)dt = F(b) — F(a).

Démonstration. On démontre la 2¢me formulation. Soit donc F : [a,b] — C une
fonction dérivable telle que F” soit (R)-intégrable sur [a,b]. En considérant séparément
Re(F') et Im(F'), on se ramene au cas ou F' est a valeurs réelles.

Soit £ > 0 quelconque. Comme F’ est intégrable sur [a,b], on peut trouver deux
fonctions ¢ et ¥ en escalier telles que

b
o< F' < et J(w—cp)<5.

a

Soit S = (sg,...,sy) une subdivision de [a,b] adaptée a ¢ et 9 :
ot)=ar et Y(t) =Gk sur I = |sk, k1]
Pour £k =0,...,N — 1, on a ainsi
ar < F'(t) < B sur sk, Sk+1[-
D’apres I'inégalité des accroissements finis, on en déduit
ag(spr1 — sk) < F(sk+1) — F(sg) < Br(Sk+1 — Sk) pour k=0,...,N—1.

En sommant ces inégalités, on obtient ainsi

N-1 N-1 N—-1

Dol < ) (Flsen) — Fsk) < ), Bellil,

k=0 k=0 k=0
autrement dit

jbcpéF(b) ~F(a) < wa.

a

Mais comme ¢ < F’ < 9, on a également

Lbso < LbF’(t)dt < me

donc on obtient
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Ceci étant vrai pour tout € > 0, on peut donc conclure que SZ F'(t)dt = F(b)—F(a),
comme attendu. O

REMARQUE. En pratique, la généralité supplémentaire apportée par le Théoreme

3.5 est d’un intérét limité, pour les raisons suivantes :
e la plupart des fonctions intégrables qu’on considere sont des fonctions réglées ;
e on peut montrer que si I’ est une fonction dérivable telle que F’ est une

fonction réglée, alors F’ est en fait continue.

FEzercice. Montrer que si F : [a,b] — R est une fonction dérivable en tout point et
si la fonction F” est bornée, alors

jb F' < F(b) — F(a) < fb F.

Ja a






Chapitre 3

Calculs et formules

1. Calculs de primitives

1.1. Une notation utile. Soit f : I — C une fonction continue sur un intervalle
I < R. La notation

Jf(x) dx (sans bornes d’intégration)

désigne toutes les primitives de la fonction f.
Ainsi, quand on écrit
“\ f(x)dz = truc sur I”,

cela signifie :

“les primitives de f sur I sont de la forme #7ruc”

Exemple 1. On a SxQda: = %3 + cte sur I = R.

Exemple 2. Sur I = ]0,00[, on a {2 = In(z) + cte, et sur I = ]—o0,0[, on a
§92 = In(|z|) + cte.

ATTENTION. La notation § f(z)dz est commode, mais il faut la manipuler avec
précaution : { f(z) dx n’est ni un nombre, ni une fonction; c’est une fagon de désigner
une famille de fonctions.

1.2. Petite liste de primitives & connaitre impérativement.

(i) Sin e N, alors

xn+1
Jx"daz = + cte sur R.
n+1

(ii) Siae R et a # —1, alors

$a+1
Jxo‘dm =21 + cte sur ]0, oof.
a

Exemple 1. {/rdr = (2'2de = L2121 + cte = %333/2 + cte.

1/2+1
Exemple 2. S% = Sx_?’/zd:n = _3/12+1x_3/2+1 + cte = —% + cte.
(iii) Sim est un entier > 2, alors
fjf = —(nil)xnl_l—i—cte sur |—00,0[ et sur 0, oo].
Pour le retrouver : on écrit %n =ax "
Exemple. i—if = —3% + cte.

35
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(iv) SiAe Cet A # 0, alors
1
Jemd:r: = M+ cte sur R.

Exemple d’utilisation. Calcul des primitives de cos(az)e?®

(a,b) # (0,0).

On a cos(az)e’® = Re(e'™®e") = Re (e(b”a)x). Donc

. 1 .
fcos(aa:)ebxdx = Re (J e(b“a)xdm> = Re (,e(bﬂa)x) + cte.
b+ ia

Ensuite,

sur R, ot a,b € R et

1 . b—1i
_ = btia)r _ Jebm(cos(ax) + isin(ax))

b+ ia T b2 + a2
ebx . ' ‘
i ((b cos(azx) + a sm(a:r)) + z(—a cos(ax) + bsm(am)));
donc on obtient
bx
fcos(ax)ebxdg; = m(b cos(ax) + asin(az)) + cte.

(v) SiAeRet A #0, alors (sur R)

1

fcos()\:c) dx = 3 sin(Az) + cte,
1

Jsin()\x) dx = Y cos(Az) + cte.

(vi) SiaeR et a#0, alors

dzx 1 T
- == arctgm(—) + cte sur R.
r° +a a a

En effet : on a

1.3. “Formes usuelles” a retenir.

Fart 1.1. Siw : I — R est une fonction de classe C' et si f est une fonction
continue sur un intervalle contenant u(I), alors (sur I)

Jf(u(x))u'(m) dx = F(u(x)) + cte,
ou F est n’importe quelle primitive de f.

Démonstration. Cest évident puisque (F(u(a:))/ = F'(u(x))u/(z) = f(u(z))u(x).
O
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REMARQUE. On peut présenter la preuve de maniere légérement différente. Si on
pose

u = u(x),
alors u/(z) = g—; (avec la notation “des physiciens”). On peut donc écrire
du = u'(z)dx;

et on en déduit

Jf(u(x)) o (x)dr = jf(u) du = F(u) + cte = f(u(x)) + cte.

CONSEQUENCE 1. Siu: I — R est de classe C' et ne s’annule pas sur I, alors

' ()
dr = In(|u(x)]) + cte.
| S e = m(juta)

Démonstration. Comme u est continue et ne s’annule pas, elle garde un signe
constant sur I d’apres le Théoreme des valeurs intermédiaires. Donc on a ou bien
u(I) € ]0,0[, ou bien u(I) € |-, 0[. On peut donc appliquer le Fait avec f(u) := 1/u

(définie sur ]0,00[ ou |—00,0[) et F(u) := In(|u|). O
Exemple 1. Primitives de 57 sur R.
On a
x 1 2z 14/ (x)

N 2
- - - - —22+3
x24+3 22243 2u(x) ot u(z) = 2% +3,

donc § s dr = $In(2? + 3) + cte (car 2 + 3 est toujours > 0).
Exemple 2. Primitives de tan(x) sur |—7, 5[.

sin(z) = d/(z)

2
On a tan(z) = () — " u(s) Avec u(z) = cos(z). Comme cos(z) > 0 sur |0, 5[,

on en déduit

2

tan(z) de = —In(cos z) + cte sur ]0, 5.

CONSEQUENCE 2. SineNetsiu: I — R est de classe C!, alors
1
fu(m)"u'(m) dzx =

n+1
Démonstration. On applique le Fait avec f(u) := u" (définie sur R) et F(u) :=
1y 0
n+ :

u(z)" ™ + cte.

Exemple. Pour tout n € N, on a

(sinz)" ™ + cte et

f(sin x)" coszdr =

n +

(cos )" + cte.

n .: d —_
J(cos:r) sinz dx 1

CONSEQUENCE 3. Soit @ € R avec a # —1. Si w : I — R est de classe C! et si
u(z) > 0 pour tout z € I, alors

a, ! _ 1 a+1
Ju(x) u'(x)de = P u(z)* + cte.
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Démonstration. On applique le Fait avec f(u) := u® (définie sur |0, o0[) et F'(u) :=
1 atl ]
a1 U

Exemple. Primitives de Jarrs Sur R.

On a
1
jj?)dw:2jas +3) 12« 9pdx
e+
1
ZZJ 124y avec u = x2 + 3
=1 7u_(1/2)+1+cte
27 (=1/2) + 1
=+/u + cte
=/ x2+ 3 + cte.

CONSEQUENCE 4. Si u: I — R est de classe C', alors
Je“(x)u’(az) dz = ) + cte.
Démonstration. On applique le Fait avec f(u) := e* (définie sur R) et F(u) :=

ev. O

22

Exemple. Primitives de xe™™ sur R.

On a
1 1
Jxe_xde =3 Je_xQ X (—2x)dx = —56_302 + cte.
Remarque. On ne sait pas primitiver e~ | Cependant, il est possible de montrer

que

X
J e dy — \27? quand X — co.
0

1.4. Primitivation par parties.

Farr 1.2. Soit u : I — C une fonction continue, et soit v : I — C une fonction de
classe C1. Si U est une primitive de v sur I, alors

fu(a:)v(a:) dx = U(x)v(x) — JU(x)v’ x)dx

Démonstration. On a (Uv) = U'v+ Uv' = wv + Uv', donc
ju(:ﬁ)v(fn) dzx = J(Uv)’(a:) dx — fU(IL‘)’U’(:E) dz
=U(x)v(z) + cte — JU(LU)UI(JJ) dx

=U(x)v(x) — fU(x)v’(w) dz (la constante rentre dans ).
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Exemple 1. Primitives de In(z) sur ]0, ool.
On écrit In(x) = 1 x In(x) ; et on en déduit

1
fln(:x) dr = xIn(x) — fx X Edm = zln(z) — x + cte.

Exemple 2. Primitives de arctan(x) sur R.
On écrit arctan(x) = 1 x arctan(x), ce qui donne
1

1+:):2d$

Jarctan(x) dx = v arctan(z) — Jx X
1 2
= zarctan(z) — 5 In(1 + z%) + cte.

Exemple 3. Primitives de z? cos(3z) et x3e® sur R.

Pour S.CEQ cos(x)dz on primitive 2 fois par parties, en dérivant 2 fois 22 et en
primitivant 2 fois cos(3x) :

1 1
jcos(?mc)sc2 dr = 3 sin(3z)2? — 3 fsin(Sx) x 2z dx

1

2 1 1
=3 sin(3x)z? — 3 <—3 cos(3x)x + 3 Jcos(?)w) dx)

2 1 2
=5 x cos(3z) + <§ 2% — 2—7> sin(3z) + cte.

Pour {23e® dx, on primitive 3 fois par parties (exo).

Exemple 4. Primitives de m sur R.

L’idée est de partir de { 113;2 (que l'on connait), et d’écrire H% =1x H% On
obtient
f dx y 1 J y —2z 4
—— =X ——— |z X ———=dx
1+ 22 1+ 22 (1 + 22)2
2
T ze+1—-1
=——+2| —d
1+ 22 J (1 + 22)? v
d d
_ oz +2J T _2J T _
1+ a2 1+ 22 (14 22)2
Donc

f dx 1 J dx N T
(1+22)2 2 1+22 1+ a2

1
=3 arctan(z) + cte.

T
* 21+ a2
1.5. Primitivation des fonctions rationnelles. Une fonction rationnelle est
une fonction f de la forme
A(z)
@) = 50
ou A et B sont des polynomes. Le domaine de définition de f est Dy = R\Z(B),
ou Z(B) = {z € R; B(x) = 0}. Comme Z(B) est un ensemble fini, Ds est donc une
réunion finie d’intervalles ouverts ; et on peut déterminer les primitives de f sur chacun
de ces intervalles.
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1.5.1. Fonctions de la forme ﬁ, ot € R et n = 1. On calcule les primitives
sur |—oo, A[ et sur |\, 00[. On a

d
J(x_x)\)zln‘.f—)\|+cte,

J dx L 1 1 g >
zT—A"  n-1(@_n—1 T "EE

1.5.2. Fonctions de la forme ﬁ

o o deg(P) = 2 et P n’a pas de racines réelles.

On calcule les primitives sur R.
Principe : on se ramene au calcul de choses de la forme Slﬁdifr‘bQ ou b est une
constante, en écrivant P(z) sous la forme
P(z) = c((z + a)® + b%).

- _ 1
T 3x2+2x+3

Le polynome P(z) = 322 + 2z +3 n’a pas de racines réelles car A = 22 —4x3x 3 =
—32 < 0. On écrit

3$2+2:c+3=3(x2+§x+1)=3<(x+;)2—;+1> :3<<x+;>2+2);

et on en déduit

Exemple. Primitives de f(z)

J dx :1J dx
322 +2x+3 3 ($+1/3)2+( 8/9)2

1 du
= | — ouu=x+1/3.
3fu2 + (1/8/9)? /
On a donc
fdx = 1 X 1 arctan(L) + cte
322+ 22 +3 3 8/9 \/8/9
1 1 x+1/3
= - X arctan +ct
3 A/ 8/9 ( \/8/9 )
1

arctan(i(x + 1/3)) + cte car 4/8/9 = 2v/2/3

NG 272
32

= \f arctan(T(x + 1/3)) + cte.

1.5.3. Fonctions de la forme %, ot deg(P) = 2 et P n’a pas de racines réelles.
On calcule les primitives sur R.

Principe : on se ramene au calcul de S% dz et de § 1;/((;)) dx

X

Exemple. Primitives de f(z) = 555"

Comme dans I'exemple précédent, P(x) = 322 + 2z + 3. Pour faire apparaitre P/((f)),

on “introduit de force” P’(z) = 6z + 2 au numérateur en écrivant

1 1
= Z(6x +2) — =-
x 6(:1c+) 3
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On en déduit

f T 1f 6x + 2 1J dzr
S I N S ) I
322 4+2x+3 6 ) 3z2+2x+3 3) 322 +22+3
1](3x2+2x+3)’d 1J dx

6) 32+2:+3 3] 32120 +3

1 1 dx
21 249 S I
gln(3e° +22+3) — 5 J39§2+2x+3

Il

qu’on sait calculer

1.5.4. Fonctions de la forme @, ot deg(P) = 2 avec P sans racines réelles, et

n = 2. On calcule les primitives sur R.

Principe : se ramener a des choses de la forme Sdiu et faire des primitivations
(’lL2 +b2)n 9

par parties pour calculer S(ugjl_%‘

Exemple. Primitives de m

On a vu que

322 + 20 +3=3w?+b*) ot wu==x+1/3etb=+/8/9.

Donc

J dx B 1[ du
(322 +22+3)2 9 ) (u? + b?2)2

. du . .
Ensuite, on calcule § 4 par parties :

du 1
fu2+b2:flxu2+b2du

1 —2u
e Eee " e ™

U f u?

=— 4+ 2| —

u? + b2 (u? +b%)2

o 2fu2+b2—b2

S u? b (u? + b?)?

U du du
- 42— =2 -
Zru Ju2+b2 J(u2+b2)2

(“astuce” générale)

Donc on obtient

du 1 U du
f(u2+b2)2 :2b2<u2+b2 +ju2+b2>
1 U 1 U
= o2 (uQ—i-bQ + barctan<b>> + cte;

et on en déduit SM% en remplacant u par x + 1/3 (finir le calcul).
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1.5.5. Fonctions de la forme W, ou P est sans racines réelles avec deg P = 2,
et n = 2. On calcule les primitives sur R.

Principe : se ramener a calculer { IE(IST)L dz et § Pflf)n'

Exemple. Primitives de m
On “introduit de force” P’'(x) = 6x + 2 comme plus haut :
T 1 6z + 2 1 1

(a2 + 2z +3)2  6(322+22+3)2 3 (322 + 2z +3)2

ce qui donne

x d 1 6x + 2 1 dx
J(3x2—|—2x+3)2 xZGJ(3$2+2m~I—3)2 $_3J(3x2+2x+3)2
T
P(2)?

1 1 1 dz
__631:2+2x+3_3[(3x2+2x+3)i'

<

—
qu’on sait calculer

b

1.5.6. Cas général. Soit f(x) = ng une fonction rationnelle quelconque.

ETAPE 1. On écrit f(z) = Q(z) + ggg, ou B et R sont des polynomes et deg(R) <

deg(Q), en effectuant la division euclidienne de A par B :
A=BQ@+ R avec deg(R) < deg(B),
et donc f = % =Q+ % (Si on a déja deg(A) < deg(B), cette étape est inutile.)

ETAPE 2. On factorise B(z) le plus possible (sur R).

ETAPE 3. On décompose % en éléments simples. Autrement dit : on écrit
ax+b

ggg comme somme de termes de la forme (x_“/\)n ou Byn, avec deg(P) = 2 et P sans

racines réelles.

ETAPE 4. On primitive chaque “élément simple” séparément, et on met tout en-
semble.

3ad —4at 4843 —622 326 _ A(x)
3t —4x3 4222 —42+3 B(z)

Exemple. Primitives de f(z) :=

(i) Division euclidienne : on trouve
A(z) = B(z) x © + 62% — 22% — 62 — 6,
et donc
fla) =2+ 623 — 222 — 62 — 6 =:n~|—R($)-
3xt — 423 + 222 — 4x + 3 B(x)

(ii) Factorisation de B(z) = 32* — 423 + 222 — 42 + 3.

e x = —1 est racine évidente, donc on peut factoriser par z — 1.

« En faisant la division euclidienne, on trouve B(z) = (z—1)(32® — 22+ 2 —3).
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o = = 1 est racine évidente de 323 — 22 + x — 3, donc on peut re-factoriser par
x— 1.

 On trouve 323 — 22 + x — 3 = (x — 1)(32? + 22 + 3), donc
B(z) = (x — 1)%(32° + 2z + 3).

e P(z) = 322 +2x+3 n’a pas de racines réelles, donc on ne peut plus factoriser
(sur R).

La seule racine réelle de B est x = 1; donc on va calculer les primitives sur
]—o0,1[ et sur |1, 00[

o T4 s 3_922 o
(iii) Décomposition de g(m) = bo 20 ~6o—6

D) = GoDPG s o éléments simples.

* Vu la forme de B(z), la décomposition est a priori de la forme

(%) R(x) 623 — 222 — 62 — 6 a_ b N cx+d
% = =
B(z) (x—1)2B2?2+22x+3) -1 (z—1)2 32?2+2z+3
ou a, b, c,d sont des constantes a déterminer.

« Si on multiplie tout par (z — 1)? dans (%), on obtient
623 — 22 — 6 — 6 d)(z —1)?
x x x a(x—1)+b+(cx+ )(z );
3x2 4+ 2z + 3 322 + 2z + 3
d’ou, en faisant z =1 :
b=-—1.

623 —222—62—6 .
302 —Az3+222—4x+3° on voit que

R(zx) 62° 2

R R(zx)
Comme Blo)

Bx) il quand x — 400,
et donc R(x)
) x
T

Mais

R(x) azx bx cx® + dx

T = +
B(x) z-1

+ .
(x—1)2 322 +22+3
donc, en faisant x — 400, on obtient

a+0+< =2

3
e En prenant = 0 dans (*), on obtient
R(0) d
N a4 b+
B(0) a+b+ 3
autrement dit

d
—a+b+ 5 =-2

3
 Enfin, en prenant par exemple 2 = 2 dans (*), on obtient
R(2) 2c+d
— b
B(2) a+b+

19 7’
autrement dit (vérifier)

Ly 2etd 22
@ 19 19
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(iv) Bilan provisoire : on est ramené a résoudre le systeme

h=—
a+ £ 3 =2
—a + g = -1
41
a+ et gd=1g
On le résout par sa méthode favorite; et on trouve a = 2,b=—1,c=0et d = 3.
(v) Conclusion : on a
2 1 3

f(x):x+:c—1_(m—1)2+3x2+2x+3;

et on sait primitiver chacun des termes (finir le calcul).

2. Intégration par parties

FORMULE D’INTEGRATION PAR PARTIES. Si u est une fonction continue sur [a, b]
et si v est de classe C! sur [a, b], alors

b

f bu(t)v(t) dt = [Uv]’ — f U(t)v'(t) dt,

a a

ou U est n’importe quelle primitive de u.

Démonstration. On a (Uv) = U'v+ Uv' = wv + Uv', donc

[Uv], = fb(va(t) dt — j

a a

b b

u(t)v(t) dt + J U(t)v'(t) dt.

a

Exemple 1. Calcul de Sé t2e®dt et de {j t* cost dt.

On calcule S(l) t2e3tdt par parties, en dérivant 2 pour faire baisser le degré et en
primitivant e3'. Faire le calcul.

Exemple 2. Calcul de I = Sé arctan(t) dt.

On integre par parties en écrivant arctan(t) = 1 x arctan(t). Faire le calcul.

Exemple 3. calcul de I, = So (th > et I3 = So 1“2)3
Pour I, on part de I, = é 1112 (qui vaut [arctan(t)](l) = 7) et on integre par
parties en écrivant ; + t2 =1xq - t2 - Faire le calcul.

Pour I3, on part de I3 (qu’on vient de calculer) et on intégre par parties en écrivant
W =1x m Faire le calcul.

Exemple 4. Calcul des intégrales de Wallis
Wy, = JQ (sint)"dt.
0

L’idée est d’intégrer par parties pour trouver une relation de récurrence.
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Pour n >

NH s~

on
W, f sint x (sint)"~ Lat

z 2
—cost (sint)"” ]; + f cost x (n—1)(sint)" 2 costdt
0

us

22 2
=0+ (n— 1)J cos”t (sint)"~“dt
0

=(n—-1) jg (1 — sin®t)(sint)"~2dt
0
= (n—1)(Wy—2 — Wp).

Donc on obtient 1
n —
W, = Wih—a.
n

En utilisant cette relation de récurrence, on trouve des formules a base de facto-
rielles pour Woy, et Woy 1. De fagon précise (exo) :

(2k)! 7 22k f;12

= Z t -
Woe=gompm g 0 Woknl = Gy

Exemple 5. Si f : [a,b] — C est une fonction de classe C!, alors
b
J f®)erdt -0 quand A — +oo.

Démonstration. Si A # 0, une intégration par parties donne

f f z)\t dt = [ Mt f a Z)\ f f zAtdt
1 7 ia 7
== (f(b)e A fla)e L f(t)e Atdt) .

Comme |e*| = 1 pour tout ¢ € R, on en déduit

J}wwﬂ<QW@wa+fwmw:§w

ol C' est une constant indépendante de A. D’ou le résultat. O

3. Changements de variables

FORMULE DE CHANGEMENT DE VARIABLE. Si ¢ : [a,b] — R est une fonction de
classe C! et si f est une fonction continue sur un intervalle I contenant ¢([a, b)), alors

d(b) b
j ﬂ@m=ffWMdmﬁ
o(a) a

Démonstration. Soit F une primitive de f sur I. Alors f(¢(t))¢'(t) est la dérivée
de G(t) = F(¢(t)) (micro-exo). Donc

jf ¥ ()it = [FOO)], = Flolb) - Flo() = [FIS) = | fa)da.
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REMARQUE. Si la fonction ¢ est strictement monotone, on peut montrer que la
formule de changement de variable reste vraie pour f seulement supposée intégrable

sur ¢([a,b]).

MODE D’EMPLOI DE LA FORMULE. Il y a deux facons d’utiliser la formule de
changement de variable.

(1) On doit calculer une intégrale Sg f(x)dx, et on a envie d’écrire = = ¢(t) pour
une certaine fonction ¢. On peut le faire, a condition

« de remplacer dx par ¢'(t)dt;
« de trouver a et b tels que ¢ soit de classe C! sur [a,b] avec ¢(a) = a et
¢#(b) = 3, et tels que f soit continue sur un intervalle contenant ¢([a, b)) ;

* de bien changer les bornes d’intégration.

Exemple. Calcul de I := Sl_1 V1 —22dz.

On peut déterminer la valeur de I en utilisant 'interprétation géométrique de
I'intégrale : le graphe de la fonction z — /1 — 22 est le demi-cercle de diametre [—1, 1]
situé au dessus de I'axe des abscisses, donc I = §- Le propos ici est de faire un calcul.

Comme cos?t + sin?t = 1, il est assez naturel d’avoir envie de poser z = cost ou
x = sint. Posons par exemple

T = cost.
Alors 7 = —1 pour t = met x = 1 pour t = 0, ¢(t) = cos(t) est C! sur [0,7], et
f(z) = v/1 — 22 est continue sur [—1,1] = ¢([0, 7]). On a dx = —sintdt et V1 — 22 =
Vsin?t = sint car sint > 0 sur [0, 7]. Donc

1 0
f \/1—x2dac=J sint x (—sintdt)
-1 ™

s
:J sin? tdt.
0
Ensuite, on se souvient que

sin?f — 1-— cos(2t);
2
et on obtient ainsi
1 1 T
f V1—ax?2dx = f (1 + cos(2t)) dt
—1 2 Jo
1 1 ™
_r
2

Exercice. Calculer I'inégrale Sg 22y/1 — 22 dx.

(2) On doit calculer une intégrale SZ g(t) dt, et on a envie de poser z := ¢(t) pour
une certaine fonction ¢. On peut le faire a condition d’étre certain que dans
g(t)dt on peut tout exprimer en fonction de x. C’est possible si ¢/ (t) # 0 pour
tout ¢ € [a, b]. En effet :

« Comme dz = ¢/(t)dt, on peut écrire dt = -2

¢ (t)
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« La fonction ¢ est continue et strictement monotone sur [a, b] car ¢' garde
un signe constant, donc ¢ est une bijection de [a,b] sur ¢(|a, ]) Donc
on peut exprimer ¢ en fonction de z = ¢(t) en écrivant t = ¢~ 1(z), ce

. —1 z

Exemple 1. Calcul de [ := So I +et

On a envie de poser x := e, ce qui est possible car (e!) = e! # 0 pour tout

€ [0,1]. On a dz = e'dt, donc dt = e"tdx = d?‘”- De plus, on a z = 1 pour t = 0 et
x = e pour t = 1. Donc

fl dt _r 1 d:c_f dx
o 1+et  Ji 142z )y z(14+2)

et on est ramené & un calcul qu'on sait faire (intégrale d’une fonction rationnelle;
terminer le calcul).

Exemple 2. Calcul de I = {¢ 54—

1

L’intégrale I est bien définie car 2 +sint > 0 pour tout t € R, et donc f(t) = 557

est bien définie et continue sur [0, 7].

Pour des raisons en apparence mystérieuses, on a envie de poser
x := tan(t/2).

Ce changement de variable est “autorisé” car ¢(t) = tan(¢/2) est de classe C* sur [0, 5]
avec ¢/(t) = 1(1 + tan?(¢/2)) # 0 pour tout ¢.

On a
1 1
dx = ¢'(t)dt = L+ tan®(t/2))dt = F(L+ x?)dt,
et donc
2dx

dt = —-

1+ 22
De plus,

sint = 2sin(t/2) cos(t/2) = 2tan(t/2) x cos®(t/2) = 2tan(t/2) x 1+m1nQ(t/2)’

autrement dit
2x

1+ 22
Enfin,onaxz =0sit=0,et x =tan(n/4) = 1 si t = 7/2. Donc

F dt f 1 2dx:
——dt =
o 2-+sint

B Jl dm
o l+x+ 2
On est donc ramené a un calcul qu’on sait faire (intégrale d’une fonction rationnelle;
terminer le calcul).

sint =
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REMARQUE. La méthode qu’on vient d’utiliser est générale : si on a a calculer une
intégrale de la forme SZ O (t) dt o ®(t) est une “fonction rationnelle de sint et cost”,
alors le changement de variable x = tan(t/2) permet toujours de se ramener au calcul
d’une intégrale de la forme Sg F(x)dx ou F est une fonction rationnelle. Cependant,
il peut y avoir des cas ou il est plus rapide d’utiliser un autre changement de variable,
par exemple x := cost ou x := sint. Pour savoir dans quels cas précisément, on pourra
entrer les mots régles de Bioche dans un moteur de recherche.

s
2 dt .
0 2+cost

Ezxercice. Calculer I'intégrale
4. Formule de Taylor

4.1. Enoncé et preuve de la formule.

RAPPEL. SineN* onposen! =1x 2 x--- xn. On pose aussi 0! = 1.

THEOREME 4.1. Soit N € N, et soit f : I — C une fonction de classe CN T sur un
intervalle I < R. Pour tous a,be I, on a

N () (g
10 = 3 W -0+ Rvtan),
k=0 ’

ou le “reste” Ry(a,b) est donné par la formule
Ry(a,b) = L N

Cette formule s’appelle la formule de Taylor a ’ordre N + 1 pour f entre les points
a etb.

FNE() dt.

REMARQUE. Casou N =1et N = 0.

e Pour N = 0, la formule s’écrit

b
£0) = f@) + [ Fod
Autrement dit :

Formule de Taylor a I'ordre 1 = Théoreme Fondamental de 1’Analyse.

e Pour N =1, la formule s’écrit
b

ﬂ@=ﬂ®+ﬂ@ﬂhww+fw—ﬂﬂ@ﬁ-

a

Preuve de la formule de Taylor. On procede par récurrence sur N.

Pour N = 0 (formule de Taylor a l'ordre 1), on vient de voir que le résultat est
vrai (c’est le Théoreme Fondamental de I’Analyse).

Passage de N a N + 1. On suppose la formule démontrée a l'ordre N + 1 pour
toutes les fonctions de classe V11, et il s’agit de la démontrer & l'ordre N + 2 pour
toute fonction f de classe CNV*2.

Par hypothese de récurrence, on a

N (k) (g
50 = 3 T - 4 Rt
k=0 ’
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donc il suffit de montrer que

N+1) (g
Ry(a,b) = f(NJrl(),) (b—a)"*! + Ryy1(a,b).
Par définition,
b _ \N b
Ryv(at) = [ L@ a = [o- 0 ar
Donc, en faisant une intégration par parties :

1 b= vy L =N v
R(ab) = ([—N L] [ O

=) N Jb (b= Nie)

BT A A Moy R ARNMCLL

=) N

- (N+1)' f (a)+RN+1(a7b)‘
Ceci termine la preuve par récurrence. O

REFORMULATION. Soit f : I — C de classe CV !, soit a € I et soit h € R tel que
a+ hel. Alors

N (k) _
fla+h) = Z f ’fk'(a) B fl (1N"9)Nf(N+1)(a+ sh) hN*1ds.
k=0 ) 0 :

Démonstration. On applique la formule de Taylor entre a et b := a + h : comme
b — a = h, on obtient

N (k)
fla+h)=>] / k'(a) h* + Ry(a,a + h);
k=0 :
donc il s’agit de vérifier que
1 (] _ N
Ry(a,a+h) = J % SN (@ + sh) hNFLds.

o NI

Pour h = 0, c’est évident (micro-exo); et pour h # 0, il suffit de faire le changement
de variable qui “saute aux yeux” :

a+h (a+h—t)N

Rn(a,a+h) = f N FNFD@) at
L(a+h- n)™
:J (at ](Va'—i—s ) FNHD (g + sh) hds en posant t = a + sh
0 !

N
- J: 7((1 ]\f!)h) FY*Y (a + sh) hds

11 _ N
= a=s7 SN (a + sh) hNFLds.
o N!
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COROLLAIRE 4.2. Si f: I — C est de classe CNT! et s7il existe une constante M
telle que Vte I = |fN+D(t)| < M, alors on a pour tous a,be I :

N (k) (g
IO YR A T
k=0 :

]b—a\NJrl.
(N+1)1°

<M
k

ou si on préfére : pour tout a € I et pour tout h tel que a + he I,

N (k) (g
fla+h)—>] f kf )
k=0 :

Cette inégalité s’appelle l'inégalité de Taylor-Lagrange.

|h|N+1
(N +1)!

R <

X

Démonstration. On montre I'inégalité sous la 2éme forme. Avec les notations du
théoreme, il s’agit de vérifier que
|h|N+1
Ry(a,a+h)| < M ———;
B ( ) (N +1)!

ce qui se fait tout seul :

! (1—s)V (N+1) N+1
|Ry(a,a+ h)| = Tf (a + sh)h™ " ds
0 .
1
< | |---|ds
0
1 1—3g N
= |h|N+1f (N') [f VD (a+ sh)| ds
’ <M
1 N
<Myh\N+1f A=9)7 4
0 N!
| S —
|: <175)N:|1
NFDOT |
_ M’h‘N+l > 1

(N +1)!
]

REMARQUE 4.3. Si la fonction f est a valeurs réelles, on a méme une égalité de
Taylor-Lagrange : il existe un nombre réel ¢ = cy 45 compris entre a et b tel que

W M) (b—a)¥*t
f(b) _kz=:O 7l (b—a)k‘i'mf]vﬂ)(c)-

Démonstration. Supposons que a < b. Il s’agit de montrer que Ry(a,b) est de la
 \N+1
forme % FN+1(¢) pour un certain c € [a,b]. Dans ce qui suit, on suppose que
a <b.
Comme f est supposée de classe CV11, la fonction fV+1) est continue sur [a,b],
donc elle possede un maximum M et un minimum m sur [a,b]. Par définition de

Ry (a,b), on a alors

b _\n b _\n
J(b 2 xmdtéRN(a,b)gf (b-1) x M dt.

o n . nl
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Comme de plus

b(b— )N T - ¢)N+1 b o= a)N+1
L NI { (N +1)! L_ (N+1)°
on en déduit
(N +1)!
S (b—a)NtT
Donc, par définition de m et M et d’apres le Théoreme des valeurs intermédiaires
(applicable car f(N+1) est continue), il existe bien un ¢ € [a,b] tel que fN+1(¢) =

WD R (a, b). O

RN(a, b) < M.

Ezercice. Montrer qu’il n’y a pas d’égalité de Taylor-Lagrange pour les fonctions
a valeurs complexes. (Prendre N = 0 et considérer f(t) = e®.)

REMARQUE 4.4. La formule de Taylor permet de montrer que si f : I — C est de
classe C" (avec n > 1), alors f posseéde un développement limité a I'ordre n en tout
point a € I ; autrement dit qu’il existe des constantes cy, ..., c, (dépendant de a) telles
que

fla+h)=co+cith+ -+ c,h" +o(h") quand h — 0.

Démonstration. Fixons a € I. Pour h tel que a + h € I, on applique la formule de
Taylor a l'ordre n, i.e. avec N = n — 1, entre a et a + h : on obtient
fla+h)=co+crh+--- Cn BV + R,_i(a,a+ h),

avec
f(k) (a

k!
Donc il s’agit de montrer qu’il existe une constante ¢, telle que

Ry_1(a,a+ h) = c,h"™ + o(h") quand h — 0.
Autrement dit, on veut montrer qu’on peut écrire

Ry_1(a,a+ h) = c,h"™ + h"e(h) ou &e(h) — 0 quand h — 0.

Ccp = pour £k =0,...,n— 1.

On a

1 _ \n—1
Ro_1(a,a+h) = f L=9" s (g + sh) hds,

et comme la fonction f (") st continue au point a, on peut écrire

£ (a + sh) = f™(a) + n(sh), ou n(u) — 0 quand u — 0.

Donc
1 —s n—1
R,_1(a,a+h) = Jo (1(71_)1)' (f(n)(a) +n(sh)) h"ds
11 _ g1 1
- f(n)(a)h”fo (1(71 _)1)! ds —l—h”L n(sh)ds

(n) 1
_f n!(“) " +h”J n(sh) ds.
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I ne reste alors plus qu’a montrer que e(h) := Sé n(sh)ds tend vers 0 quand h — 0;
ce qui n’est pas difficile en utilisant le fait que n(u) — 0 quand u — 0 (exo). O

FExercice. Démontrer plus rapidement ce résultat dans le cas ot f est de classe C**1
et a valeurs réelles.

4.2. Une application : développement de I’exponentielle “en série”.

NOTATION. Soit (ag)ken une suite de nombres complexes, et pour n € N, posons

n
An = Z ag.
k=0

Si A, admet une limite quand n — o0, on dit que la série ) a; converge, et on pose

o0 n

Z ap ;= lim A, = lim Z ag.
n—aoo n—ao0

k=0 k=0

EXEMPLE. Si z € C vérifie |z| < 1, alors la série Y z¥ converge, et on a
2¥ = :
= 1—=2

Démonstration. Pour tout n € N, on a

1— Zn-i—l

n
sz=1+z+~--+z” 1
k=0 _Z

k n—=o 1
1—z O

n
De plus, comme |z| < 1 on sait que 2" — 0 quand n — . Donc }] z
k=0

EXERCICE 1. Montrer que dans le cas ou les ay sont réels et > 0, la série > ay
converge si et seulement si il existe une constante M telle que Yn e N : ' a < M.

EXERCICE 2. Soit @ > 0. Montrer que pour tout entier n > 2, on a

n+1 n n
[ e
9 to = ko 1 to
et en déduire que la série )| k% converge si et seulement si a > 1.

, s L. k
THEOREME 4.5. Pour tout z € C, la série ), 55 converge et on a

i ZI: = €.
k=0 "

Démonstration. Fixons z € C. Soit ¢ : [0,1] — C la fonction définie par
o(t) := e

La fonction ¢ est de classe C* sur [0, 1], et on a (micro-exo)
e B () = et pour tout k € N.

En particulier :
e®)(0) = 2*.
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Enfin, ¢(1) = e*. Donc, pour n € N quelconque, la formule de Taylor a 'ordre n + 1
entre a = 0 et b = 1 s’écrit

. n Zk n Z
ezkz_ok!(l— gk—
ou

1 _n\n 1 _+\n
R, = f ugp(wrl)(t) dt = j u x 2" ety
0

| |
0 n. n.
1l suffit donc de montrer que R,, — 0 quand n — 0.

On a
1 1 _ \n
Rl <J dt — ]z”“f uletﬂdt.
0 0

De plus, la fonction ¢ — e'* est continue sur [0, 1], donc bornée : on a une constante
M = M, telle que ¥t € [0,1] |e**| < M. (En fait, on peut prendre M := el*l car
let?| = eRet2) < elt2l < el#l si ¢ e [0,1].) Donc

1
1—t)"
|R,| < M|z|”+1f udt = ML-

Pour conclure, il suffit donc de démontrer le fait suivant :

(1-t)r

n+1ezt
n!

Xz

’n+1

FAIT. Pour tout C € R*, on a lim % = 0.

Preuve du Fait. Soit ng € N tel que ng = 2C. Pour tout n > ng, on a
cr Cmo cn—no C_mo C C C
= X B,
n

X =
n! no!  (nop+1)(no+2)---n  no! mno+1 ng+2

)

——
<12 <1/2 <1/2
et donc B
0 g Ono 1 n—no oo 0
T onl T ong! 2






Chapitre 4

Sommes de Riemann

1. Découpages pointés et sommes de Riemann

DEFINITION 1.1. Soit [a,b] un intervalle fermé borné de R. Un découpage pointé
de [a,b] est une suite finie D = ((Jo,t0), ..., (In-1,tN-1)) ot
o les Ji sont des intervalles fermés formant un découpage de |a,b] ;
et eJy pourk=0,...,N—1.

t() tl tQ tk tN—l
@ Jo J1 J2 Jk N1 b
EXEMPLE. Pour N € N* donné, soit (Jo,...,JJy_1) le découpage de [a,b] en NV
intervalles de méme longueur.
a J() J1 JQ Jg JN—l b

Par définition, on a
sz[a—i—k‘b_Ta,a—k(k:—i—l)b_Ta] pour k=0,...,N — 1.

Si on pose
b—a
szza—i—k:T pour k =0,...,N,
de sorte que & est la borne de gauche de Ji si 0 < k < N — 1 et la borne de droite de
Jr_1811 < k<N, alors
QN = ((J07£0)’(J17£1)7"'7(JN—17£N—1)) et
Dy = ((Jo,&1), (J1,&)s -, (In-1,&N))

sont deux découpages pointés de [a,b], qu'on appellera dans la suite les découpages
pointé réguliers d’ordre N de [a, b].

NOTATION. On note DP([a,b]) 'ensemble de tous les découpages pointés de 'in-
tervalle [a, b].

DEFINITION 1.2. Soit D = ((Jo,t0),--.,(In-1,tn-1)) € DP([a,b]), et soit f :
[a,b] — C. La somme de Riemann pour f associée a D est la somme

N—-1
R(f,D):= > ft) Tl = > f(#)|J].
k=0

(J,;t)eD

55
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EXEMPLE. Pour tout NV € N*, on a
b a Nt b —a
RUDw =5 D 1 (ar kTG0
k=0
b—a N —a
R(f,Dy) = Z f <a + k2 > .
k=1

Démonstration. Par définition, Dy = ((Jo, &), --- (In-1,&n—1)) ou |Ji| = ba
pour tout k et & =a + k IFTC‘- Donc

R(f,DN>=N21f(a+kb;,a)xb Nz_j <a+/~c “).

) e ).

k=0 k=1

Remarque. D’apres les formules précédentes, on a

R(7.Dx) ~ RUF.Dx) = = (7(0) — (@)

En particulier, pour n’importe quelle fonction f,
R(f,Dy) ~ R(f.Dy) >0  quand N — .

2. Convergence des sommes de Riemann
2.1. Deux petits calculs.

EXEMPLE 1. Soit f : [a,b] — R la fonction définie par f(t) := t. Alors

—(b—a)<a+ Nz X 5

:(b—a)<a+ 5 X
N

Comme Tfl — 1 quand N — o0, on en déduit que

— 2 2
R, D) Y22 (b—a) <a+b2a> =(b—a)b—;a:b 2@ ‘

Et de méme pour R(f,D y) puisque R(f,Dy) — R(f,D x) — O. O
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EXEMPLE 2. Soit f : [a,b] — R la fonction définie par f(t) := e'. Alors

R(f,Dy) M’eb—ea et R(f,Dy) M’eb—ea-

Démonstration. Pour tout N € N*, on a

N-1
b—a

b—a
~ Z ea-l—kT
k=0

R(f,Dy) =

b—a S ek b—a b—a
= e x 2(61\7) car e2TFR = e x (e )P
k=0
b—a 1—ebe

Comme euu—_l — 1 quand u — 0 (car e* ~ 1 4+ u au voisinage de 0), on en déduit que

R(f,D y) — €® — e Et de méme pour R(f,D y). O

Sur les deux exemples qu’on vient de traiter, on constate que les sommes de Rie-

mann R(f,D y) et R(f, Dy) tendent vers SZ f(t)dt quand N — oo. Méme si les calculs
qu’on a fait sont assez particuliers, on se doute que ceci ne peut pas étre une simple
coincidence...

2.2. Un résultat général.
NOTATION. Pour tout D = ((Jo, t0), ..., (Jn—1,tn—-1)) € DP([a,b])], on pose
|D| := max(|Jol, ..., |/n-1]).
On dit que |D| est le pas du découpage pointé D.

EXEMPLE. Soit N € N*. Pour les découpages réguliers D 5 et Dy, on a

b—a

Dyl = = Dyl

THEOREME 2.1. Si f : [a,b] — C est une fonction intégrable au sens de Riemann

quelconque, alors R(f, D) tend vers SZ f(t)dt quand |D| — 0. Autrement dit : pour tout
€ > 0 donné, on peut trouver un § > 0 tel que

b
R(f,D) — f f(t) dt‘ <e pour tout D € DP([a,b]) vérifiant |D| < 4.

Preuve dans le cas ot f est continue. On aura besoin du fait suivant (qui servira
aussi dans la preuve du cas général).

FAIT. Pour tout D = ((Jo,t0), .., (Jn—1,tn-1)) € DP([a,b]), on a

b N-1
(2.1) ro) - [ d] < 3 [ 150~ falan
a k=0 Y7k
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Preuve du Fait. Par Chasles, on peut écrire

b N-1
J flydt =),
a k=0

De plus, on a
Jk

et donc

Z ftk

b N-1
[ rwa= Y [ (w0 - sy
a k=0 v Jk

d’ou le résultat par I'inégalité triangulaire (micro-exo). O

On obtient ainsi

Maintenant, soit € > 0 fixé. On cherche : un § > 0 tel que ’R(f, D) — SZ f(t) dt‘ <e

pour tout D € DP([a, b]) vérifiant |D| < 0.
Comme f est continue sur [a, b], elle est uniformément continue (Théoreme 1.6 du
Chapitre 1). Donc on peut trouver 6 > 0 tel que

|f(v) — f(u)| <e/(b—a) pour tous u,v € [a, b] vérifiant |[v — u| < 0.

On va montrer que ce d convient.
Soit D = ((Jo,t0), -, (Jn—1,tn-1)) € DP([a,b]) vérifiant |D| < 4, i.c.

|Ji| <o pour k=0,...,N — 1.

Sike[0,N—1] et si t € Ji, alors |t — tx| < |Jix| < § puisque t; € Ji; donc, par
définition de §, on a

lf(t) — f(te)| <e/(b—a) pour tout k et pour tout t € Jg.
Par (2.1), on en déduit

b
’R(f,D)ff £(t) dt’ < Z L f(te)] dt
a k=0 Y’k
g
Igokab—adt

b
€
dt = e.
Lba ¢

Preuve dans le cas général. On veut montrer la convergence des sommes de Rie-
mann vers SZ f(t) dt pour toute fonction (R)-intégrable f : [a,b] — C. En considérant
séparément Re(f) et Im(f), on se ramene au cas d’une fonction f & valeurs réelles.

N

0

CAs 1. On suppose que f est en escalier.
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Soit S = (sg,...,sn) une subdivision de [a, b] adaptée a f :
ft)=cm sur Iy, = |Sm, Sme+1[ pour m=0,...,M — 1.
Soit également C' une constante telle que
|f(#)] < C pour tout t € [a,b].

FarT. Si D = ((Jo,to), cee (JN,l,tN,l)) est un découpage pointé quelconque de
[a, b], alors

'R(f, D) - Lbf(t) dt' < 4MC|D).

Preuve du Fait. Par (2.1), on sait que

nusm) - jf wa < N;f Fto| .

De plus, si k € [0, N — 1], alors
e ou bien Jj contient un point s, ;

e ou bien Ji est entierement contenu dans un intervalle |S;,, Smy1[, et donc
f(x) = ¢, pour tout z € Jg.

Dong, si on pose
K= {k € [0, N — 1]; Ji contient un point sm},
alors

WEEK s [ 1) Ftw)ldt = | Jen el dt =0
Ji Jk

Par conséquent, on a en fait

o[ o< 3 s

<2C
< > 20| T
keK
<20 |D| x #K.

Enfin, pour tout m € [0, M], le point s,, appartient & au plus 2 intervalles J, et méme
alseul J, sim=0oum= M. Donc

#K <1+2x (M —-1)+1=2M,
ce qui termine la preuve du Fait. O
Par le Fait, on voit que si on choisit § tel que 4MC§ < ¢, alors
‘R(f, D) — be(t) dt‘ < e pour tout D € DP([a,b]) vérifiant |D| < 4.
a
Donc on a le résultat souhaité dans le cas d’'une fonction f en escalier.

CAs 2. On suppose seulement que f est (R)-intégrable sur [a, b].
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Soit £ > 0 donné. Comme f est intégrable sur [a, b], on peut trouver deux fonctions

en escalier ¢ et 1 telles que

b
o<f<id et f(w—cp)éa/z

[oefrome o o

On a alors en particulier

R(p,D) < R(f,D) < R(v,D) pour tout D € DP([a, b]).

Donc, si D € DP([a,b]) alors

—wa<R<f7D> —Lbf<t)dt<R<w,D>—Lb

Comme Sz P < SZ © +¢/2, on en déduit

(R(%D) - f: so> /2 < R(f,D) - f " f(0)ar < (Rw,D) oK.

et donc a fortiori

(+) —\R@D)—ﬂa\ < R(f,D)—Lbf(t)dK \R 5.D) -

a

pour tout D € DP([a,b]).

Par le Cas 1 appliqué a ¢ et a 1, on peut ensuite trouver d > 0 tel que

() ‘R(%D) - fb @

a

b
<eg/2 et ‘R(w,D) — f 1/1’ <¢g/2

pour tout D € DP([a,b]) vérifiant |D| < d. (On prend le plus petit des deux 4, celui

associé a ¢ et celui associé a v.)

En combinant (*) et (%), on obtient

b
R(f,D) — f f(t)dt <e pour tout D e DP([a,b]) vérifiant |D| < §;

ce qui est le résultat souhaité.

COROLLAIRE 2.2. Si f : [a,b] — C est intégrable au sens de Riemann, alors

N-1

b]:[a f<a+k a> N, Jf et
k=0

b—a N —a N—)OO

N kzlf<a+k ) ff

Démonstration. C’est clair par le théoreme puisque les sommes cons1derees sont

les sommes de Riemann “régulieres” R(f,D y) et R(f,Dn) et que |D 5| = %52

tend vers 0 quand N — oo.

= [Dn]|
]
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REMARQUE. Explication de la notation Sz f(t)dt.
Soit T' = (to,...,tn) une subdivision de [a,b] et soit (Jo, ..., Jy—_1) le découpage de
[a,b] associé (Ji = [tg,tg+1]). Pour k =0,...,N — 1, posons
Oty :=tpy1 —tg = |Jk|

Alors, pour le découpage pointé D = ((Jo,to), e (JN_l,tN_l)), on a

N—-1
R(f,D) = >, f(tx) 6t
k

=0
= S f(t) ét,

ou Sg veut dire “somme pour tous les ¢ dans [a,b[ appartenant a la subdivision 7.
Avec ces notations, le Théoreme 2.1 s’énonce comme suit :

b
Sbf(t) ot — f f(t)dt quand 6t — 0.

Ainsi, on peut dire que SZ f(t)dt est ce qu’on obtient quand, dans la somme S? f(t) dt,
le 6t devient un “dt infinitésimal”. Le symbole de somme S est remplacé par un “S al-
longé” {, qu’on peut interpréter comme un symbole de “somme continue” (on “somme”
une infinité non dénombrable d’“infinitésimaux”). Que ceci soit ou non convaincant, il
est important de retenir le “slogan” suivant :

Une intégrale, c’est une limite de sommes.

3. Réciproque

Le théoreme suivant montre que la convergence des sommes de Riemann caractérise
I'intégrabilité au sens de Riemann.

THEOREME 3.1. Soit f : [a,b] — C. On suppose que R(f,D) admet une limite
quand |D| — 0 ; autrement dit, qu’il existe un nombre L € C tel que la chose suivante
ait lieu : pour tout € > 0 donné, on peut trouver un § > 0 tel que

|R(f,D) — L| <e pour tout D € DP([a,b]) vérifiant |D| < d.
Alors on peut conclure que f est (R)-intégrable sur [a,b] et que L = SZ f(t)dt.
Démonstration. En considérant séparément Ref(f) et Im(f), on se ramene au cas

ou f est a valeurs réelles (et donc L € R).

(i) Montrons d’abord que f est bornée.
Si on prend ¢ := 6, on peut trouver 6 > 0 tel que |R(f,D)— L| < 6 pour tout
D € DP([a,b]) vérifiant |S| < 0. On a alors

|R(f,D) <6+ |L| pour tout D € DP([a,b]) vérifiant |D| < 4.

Fixons un découpage pointé D = ((Jo,t0),. .., (Jn-1,tn-1) tel que |D| < 4. Alors,
pour tout k € [0, N — 1] et pour tout ¢t € Ji, le découpage pointé D; obtenu en
remplagant ¢, par ¢t dans D vérifie |D;| = |D| < ¢ ; donc |R(f, D;)| < |L| +6. On a ainsi

F@) [Tkl + D" f(t) |1l < 6+ L],
l#k
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et donc

|f@)] k] <6+ |L| + Z |f (&) |Ji] pour tout k et pour tout t € Jg.

l#k
Par conséquent, si on pose
M :=6+|L| + Ogggl; [FE)A et a:=min(lJ|,...,[In-1]),

alors
M
lf(t)] < ~, pour tout t € [a, b].

(ii) Montrons maintenant que pour tout € > 0 donné, on peut trouver deux fonc-
tions en escalier ¢ et 9 telles que

b
p<f<tp et J(¢—@)<5-

a

Par hypothese, on peut trouver § > 0 tel que

|R(f,D) — L| <e/2 pour tout D € DP([a,b]) vérifiant |D| < 6.
Dans la suite, on fixe un découpage (Jp,...,JJy—1) de [a,b] en intervalles fermés tels
que |Jx| < d pour k =0,..., N — 1. On écrit J = [sk, Sk+1], et on pose

my, = inf f et My, = sup f.

Ik Tk
Comme la fonction f est bornée, my et M} sont des nombres réels bien définis.

N—-1
FAIT. Ona ) (M —my) | Ji <e.
k=0

Preuve du Fait. Soit n > 0. Pour tout k € [0, N — 1], on peut trouver des points
ti, ti € Ji tels que

flty) <mi+n et f(tx) = My —n.

Alors D := ((Jo,io), e (JN,l,zN_l)) et D := ((Jo,fo), - (JN,I,EN,l)) sont des
découpages pointés de [a, b] vérifiant |D| < § et |D| < 6. Par définition de §, on a donc
|R(f72) - L| < E/2 et ‘R(fvg) - L| < 6/2’ et donc

|R(f,D) — R(f,D)| <2¢/2 =e.

Mais par le choix des ¢, et des ¢, on a aussi

N-1 N-1 N—-1
R(£,D) = >\ fte) |Jel < D5 (m +0) [kl = > mp | Jul + n(b— a);
k=0 k=0 k=0
et de méme
o N-1
R(f,D) = Y Mg|Je| = n(b - a).
k=0

Donc
-1

N
k=0
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On obtient ainsi
N-1

Z My, —my) | Jx| < e+ 2n(b—a) pour tout n > 0;
k=0
d’otut le Fait. n

Soient maintenant ¢ et v les fonctions en escalier définies comme suit :

{ ot)=my et ()= M sur Iy = |sg, spy1ls
p(sk) = f(sk) = ¥(sk) pour k=0,...,N.

Par définition, on a
b N—
90<f<’¢ et J EMk—mk ‘Jk‘
k=0

Ainsi, on a montré que f est (R)-intégrable sur [a,b]. Enfin, on a nécessairement
L = {0 f(t) dt d’apres le Théoreme 2.1,
O






Chapitre 5

Caractérisation de ’intégrabilité

1. Points de continuité et points de discontinuité d’une fonction

NOTATION. Si f : [a,b] — R est une fonction quelconque, on note Cont(f) 'en-
semble des points de continuité de f, i.e.

Cont(f) := {$ € [a,b]; f est continue au point w};
et on note Disc(f) 'ensemble des points de discontinuité de f :

Disc(f) := {x € [a,b]; f n’est pas continue au point ac}
~ [, B]\Cont(f).

Exemple 0. Si f est continue, alors Disc(f) = & (et réciproquement).
Exemple 1. Si f est en escalier sur [a, b], alors Disc(f) est un ensemble fini.

Exemple 2. Soit f :[0,1] — R la fonction définie par

1 si 1/2<t<1
% si 1/3<t<1/2

fiy=<{3 st 1/4<t<1/3
0 si t=20

Alors f est croissante et Disc(f) = {3, %, %,...}. Donc Disc(f) est infini mais cependant
dénombrable.

Exemple 3. Si f : [a,b] — R est une fonction réglée quelconque, alors Disc(f) est
dénombrable.

Démonstration. Comme f est réglée, elle peut étre approchée par des fonctions
en escalier : pour tout € > 0, on peut trouver une fonction en escalier 6 telle que
|60(t) — f(t)] < e pour tout t € [a,b]. En prenant ¢ = 27" pour n € N, on obtient ainsi
une suite (0,,)nen de fonctions en escalier telle que

Vn Yt e [a,b] : |0,(t) — f(t)] <27
Le point clé est alors le fait suivant :

FAIT. Soit = € [a,b]. Si x est un point de continuité de toutes les fonctions 6,,, alors
x est un point de continuité de f.

Preuve du Fait. Supposons que x soit un point de continuité de toutes les fonctions
0,,. Soit € > 0, et choisissons un entier n tel que 27" < ¢/3. Alors

|0,(t) — f(t)| <e/3 pour tout t € [a,b].

65
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Pour tout u € [a, b], on a donc
[f(u) = f(@)| < [f(u) = On(u)] + |0n(u) = On(2)] + [0n(z) — f(2)|
2e/3 + |0n(u) — O, ().

De plus, 6, est par hypothese continue au point . Donc on peut trouver 6 > 0 tel que

<
<

0n(u) — 0, (z)| <e/3 pour tout u € [a,b] vérifiant |u — z| < 4.
Ainsi, on voit que
lu—x| <0 = |f(u) — f(x)] <2¢/3+¢/3 =c¢;
ce qui prouve que f est continue au point x. ]
Posons maintenant

D := U Disc(6,).

Comme chaque ensemble Disc(6,,) est fini (Exemple 1), on voit que D est dénombrable.
De plus, le Fait dit exactement que (), Cont(6,,) < Cont(f). Donc

Dise(/) < ([ Cont(Hn)>c — D;

neN

et donc Disc(f) est dénombrable. O

Exemple 4. Supposons a < b. Soit 1g : [a,b] — R la fonction fonction indicatrice
de Q (restreinte a [a,b]) :
1 si teQ
lo(t) = {o s t¢Q

Alors 1g n’est continue en aucun point, autrement dit Disc(1g) = [a, b].

Démonstration. Soit = € [a,b] quelconque, et supposons par exemple que x € Q,
de sorte que 1g(z) = 1. Comme “R\Q est dense dans R”, on peut trouver une suite
(tn) < [a,b] telle que t, ¢ Q pour tout n € N et ¢, — x. Alors 1g(t,) = 0 pour tout n,
donc 1g(t,) ne tend pas vers 1 = 1g(x). Ainsi, 1g n’est pas continue au point z. Le
raisonnement est le méme si x ¢ Q (en utilisant le fait que @ est dense dans R). O

2. Ensembles négligeables

NOTATION. Si (ap)nen est une suite de nombres réels positifs, on pose

0 N
Z ap = lim Z an,-
n=0 N—oo n=0

Cette limite existe dans R U {00} car les Sy = Zgzo an sont > 0 et forment une suite
croissante (Snyy+1 — Sy = any4+1 = 0).

Remarque. On définit de méme Zf:p a, pour n’importe quel p € N.

Exemple 1. Ona ), (27" = 2.

Démonstration. On calcule directement les “sommes partielles” :

N 1— 12N+ v 1
2,77 = L0 =5 Yo R
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Exemple 2. On a Y, % = o0.

Démonstration. Pour tout p € N* on a

0 2P
I
n=0n n=2n
1 1 1 1 1 1 1
27 <3+4>+<5+ *g)* "(zp—1+1+' +2p>
1 1 1 -1
>§+2X1+4X§+ + 2 X
_b.
=5
d’otu le résultat en faisant tendre p vers l'infini. O

EXERCICE 5.1. Soit (am)(1,m)enxy une “suite double” de nombres positifs, et soit
(bn)nen une énumération des a; ,, sans répétition, i.e. b, = Ay (n) ol ¢ :N— NxN est
une bijection. Montrer qu’on a

0 o W
Z by, = Z Z apm-
n=0

(Suggestion : plutot que d’essayer d’établir le résultat directement, démontrer deux inégalités.)

DEFINITION 2.1. Soit E € R. On dit que E est négligeable si la chose suivante a
lieu : pour tout € > 0, on peut trouver une suite d’intervalles bornés (Ay)nen telle que

09]
Ec UA" et Z|An|<5.
neN n=0

Remarque 1. A = (J est un intervalle borné et |F| = 0. Donc... E := & est
négligeable (prendre A,, := ¢J pour tout n).

Remarque 2. Si E C R et si B/ € E, alors E’ est négligeable.
Le fait suivant est techniquement important.

REMARQUE 2.2. Dans la définition d’un ensemble négligeable, on peut remplacer
“intervalle borné” par “intervalle ouvert borné”.

Démonstration. Evidemment, la définition avec “intervalle ouvert borné” est plus
forte que la définition initiale.

Inversement, supposons que FE soit négligeable. Etant donné ¢ > 0, il s’agit de
voir qu’on peut trouver une suite d’intervalles ouverts bornés (A, )nen telle que E <
Unetr An et 220 [An] <. i

Comme E est négligeable, on peut trouver une suite d’intervalles bornés (A, )nen
telle que

[ee}

Ec|JA, e D |A)<e/2
neN n=0

Ensuite, pour tout n € N, on peut trouver un intervalle ouvert borné A,, “un tout petit

peu plus gros que A,” ; de facon précise, tel que

Apc A, et A <|A,] +27e/4,
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Alors

Ec UAn

neN

puisque les A,, sont plus gros que les ﬁn, et

0

o0
D 18nl < X (1An] +277e/4)
n=0

n=0
0 0] - e¢]

= YA+ Y 27/
n=0 n=0

<eg/2+42/4=c¢.

EXEMPLE 1. Tout singleton {a} € R est négligeable.

Démonstration. Soit € > 0 quelconque. Si on pose Ag := {a} = [a,a] et A, == &
pour n = 1, alors {a} S J,,cnIn €t Do |An| =0<e () O

ExXEMPLE 2. Tout ensemble dénombrable E < R est négligeable.

Démonstration. On suppose que F # &, et on écrit E = {a,; n € N}. Soit € > 0
quelconque. Pour n € N, on pose A, := {an} = [an,an]. Alors E < J,cnAn et
SncolAnl=0<e. O

EXEMPLE 3. Si I € R est un intervalle non trivial, alors I n’est pas négligeable.

Démonstration. Par hypothese, I contient un intervalle [a, b] non trivial, i.e. avec
a < b. 11 suffit donc de montrer que [a,b] n’est pas négligeable; ce qui va découler
immédiatement du fait suivant.

FAIT. Si (Ap)nen est une suite d’intervalles ouverts telle que [a,b] = (J, ey An,
alors > |A,| = b—a.

Preuve du Fait. Pour tout = € [a,b], on peut trouver un entier n(x) € N tel que
r € Ay Par le Lemme de Cousin appliqué avec V,, := A,,(,), on peut trouver une
subdivision S = (sp,...,sn) de [a,b] telle que tout intervalle Ji = [sg,Sk+1] est
contenu dans un certain A, ). Pour n € N, posons

K, :={ke[0,N —1]; n(xr) = n}.
Par définition, on a J, € A, pour tout k& € K,,. Comme les intervalles J;, sont “presque
disjoints” (ils ne s’intersectent qu’en leurs extrémités), on en déduit (exo)
Z | k| < |Ay| pour tout n € N.
keK,,

De plus, les K,, sont deux & deux disjoints par définition, et [0, N — 1] = [, oy Kn-
Enfin, comme il n’y a qu’un nombre fini de n(zy), il existe un entier Ny tel que K,, = &
pour tout n > Ny. Ainsi

No
[0,N—1]= [ JK,  union disjointe.
n=0
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On peut donc écrire

N—-1 No
b—a= > [Jl=> D [kl
k=0 n=0 keK,,
et on en déduit
N() [00]
b—a< D A<D A
n=0 n=0

0

Par le Fait, on voit que si on prend € < b—a, on ne pourra jamais “recouvrir” [a, b]
par une suite d’intervalles ouverts (A,) telle que . |A,| < . Donc [a, b] n’est pas
négligeable, d’apres la Remarque 2.2. g

Le résultat suivant est “tres important”.

ProrosiTION 2.3. Toute réunion dénombrable d’ensembles négligeables est en-
core un ensemble négligeable. Autrement dit : si (Ej)en est une suite d’ensembles
négligeables, alors E = |,y E1 est négligeable.

Démonstration. Soit € > 0 quelconque. Comme les E; sont négligeables, on peut,
pour tout [ € N, trouver une suite (A ,,)men d’intervalles ouverts telle que

0
Bic ) hm et DALl <272,
meN m=0
Alors
E:UElgU U A = U Ay
leN leNmeN (I,m)eNxN

Maintenant, comme ’ensemble N x N est dénombrable, on peut énumérer les A;,, en
une suite (A, )nen, sans répétition. Alors £ < |,y An ; et d’apres 'Exercice 5.1, on a

a0 o0
Anl =D D) 1ALl <
0 1=0 m=0 l

o0 0¢]

27le/2 = ¢
0

n=

3. Théoréme de Lebesgue-Vitali

Soit [a, b] < R. On sait que toute fonction réglée est intégrable au sens de Riemann
sur [a,b], et que la fonction 1q : [a,b] — R définie par 1g(t) = 1site Q et 1g(t) =0
si t ¢ Q n’est pas intégrable au sens de Riemann sur [a,b]. Par ailleurs, on sait aussi
que I’ensemble des points de discontinuité d’une fonction réglée est dénombrable, donc
en particulier négligeable, et que Disc(1g) = [a,b] n’est pas négligeable. Le théoreme
suivant montre que ceci n’est pas du tout un hasard.

THEOREME 3.1. Une fonction f : [a,b] — R est intégrable au sens de Riemann
sur [a,b] si et seulement si f est bornée et l'ensemble de ses points de discontinuité
est négligeable.

Ce théoreme est remarquablement général, et permet en particulier de retrouver
trés rapidement un certain nombres de résultats qu’on a déja démontrés “a la main”.

COROLLAIRE 3.2. Toute fonction réglée f : [a,b] — R est intégrable au sens de
Riemann.
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Démonstration. Si f est réglée, alors f est bornée (Exercice 2.1 du Chapitre 2), et
Disc(f) est dénombrable. 0

COROLLAIRE 3.3. Si f : [a,b] = R est bornée et n’a qu’un nombre fini de points
de discontinuité, alors f est intégrable au sens de Riemann.

Démonstration. C’est évident par le théoreme. O

COROLLAIRE 3.4. La somme et le produit de deux fonctions intégrables au sens de
Riemann sont encore des fonctions intégrables au sens de Riemann.

Démonstration. Si f,g : [a,b] — R sont deux fonctions quelconques, alors tout
point de continuité commun a f et & g est un point de continuité de f + g et de fg.
Autrement dit : Cont(f) n Cont(g) < Cont(f + g) et Cont(f) n Cont(g) < Cont(fg).
On a donc Disc(f + g) € Disc(f) u Disc(g) et Disc(fg) < Disc(f) u Disc(g). Par la
Proposition 2.3, on en déduit que si Disc(f) et Disc(g) sont tous les deux négligeables,
alors Disc(f + g) et Disc(fg) le sont également. De plus, si f et g sont bornées, alors
f+ g et fgle sont aussi. D’ou le résultat. O

Le Théoreme 3.1 permet également d’obtenir tres facilement des résultats nouveaux
non triviaux, qu’il ne serait pas du tout évident de démontrer “a la main” :

COROLLAIRE 3.5. Soit f : [a,b] — R une fonction intégrable au sens de Riemann.
Si ® est une fonction continue sur un ensemble D = R contenant f([a,b]) et si la
fonction ® o f est bornée, alors ® o f est intégrable au sens de Riemann sur [a,b]. En
particulier, c¢’est le cas si ® est continue sur un intervalle fermé contenant f([a,b]).

Démonstration. Comme ® est continue, tout point de continuité de f est aussi
un point de continuité de ® o f. Donc Disc(® o f) < Disc(f). Donc Disc(® o f) est
négligeable, et donc ® o f est intégrable si elle est de plus bornée.

Supposons que ¢ soit continue sur un intervalle fermé contenant f([a,b]). Comme
f est bornée, on peut trouver un intervalle fermé borné J contenant f([a,b]) tel que ®
est continue sur J. Alors @ est bornée sur J (fonction continue sur un intervalle fermé
borné), et donc ® o f est bornée sur [a, b]. O

Exemple 1. Si f : [a,b] — R est intégrable et f > 0, alors la fonction f est
intégrable pour tout a > 0.

Démonstration. On applique le Corollaire 3.5 avec ®(z) = x®, qui est continue sur
I'intervalle fermé [0, co]. O

Exemple 2. Si f : [a,b] — R est intégrable avec f(t) # 0 pour tout t € [a, b]. Si la
fonction 1/f est bornée sur [a, b], alors elle est intégrable sur [a, b].

Démonstration. Par hypothese, f([a,b]) est contenu dans R*. On applique le Co-
rollaire 3.5 avec ®(x) = 1/z, qui est continue sur D = R*. O

Remarque. La fonction 1/f est bornée sur [a,b] si et seulement si il existe une
constante 6 > 0 telle que Vt € [a,b] : |f(t)] = 4.

Démonstration. Exo. O

Exemple 3. Soit f : [0,1] — R définie par f(0) = 6 et f(t) =t pour 0 < ¢ < 1.
Alors f est intégrable et f(t) # 0 pour tout t € [0, 1], mais la fonction 1/f n’est pas
intégrable sur [0, 1] car elle n’est pas bornée. Il ne faut donc pas oublier de vérifier que
® o f est bornée si on veut appliquer le Corollaire 3.5.



4. PREUVE DU THEOREME DE LEBESGUE-VITALI 71

4. Preuve du Théoréme de Lebesgue-Vitali

4.1. Notations. Dans ce qui suit, on fixe une fonction bornée f : [a,b] — R. 1l
s’agit de montrer que f est intégrable au sens de Riemann si et seulement si Disc(f)
est négligeable.

NOTATION 1. Pour tout intervalle J < [a, b], on pose
osc(f,J) :=sup f —inf f.
J J

On dit que osc(f, J) est 'oscillation de f sur l'intervalle J.

Ezercice. Montrer qu'on a osc(f, J) = sup{|f(y) — f(z)|; =,y € J}.

Farr 4.1. Soit x € [a,b]. Alors x € Cont(f) si et seulement si la propriété (x)
sutvante a liew : pour tout € > 0, on peut trouver un intervalle ouvert V. contenant x
tel que osc(f,V na,b]) <e.

Démonstration. Supposons que z € Cont(f), et fixons € > 0. Comme x € Cont(f),
on peut trouver un intervalle ouvert V' contenant = tel que |f(t) — f(x)| < /2 pour
tout t € V n [a,b]. On a ainsi

Vie Vnla,b] : f(x)—e/2< f(t) < f(x) +e/2.
On en déduit

sup < f(x)+¢e/2 et inf > f(z) —¢e/2;
Vnla,b] Vala,b]

et donc osc(f,V n [a,b]) < (f(x) +¢/2) — (f(z) —¢/2) = e.

Supposons maintenant que x ¢ Cont(f). Alors, on peut trouver g9 > 0 tel que la
chose suivante ait lieu : pour tout intervalle ouvert V contenant x, il existe un point
yv € V. n [a,b] tel que |f(yy) — f(z)] = o. Comme x et yy sont dans V' n [a,b], on a
alors |f(yy) — f(z)| < osc(f,V n[a,b]) (exo déja posé). Donc osc(f,V n [a,b]) = o
pour tout intervalle ouvert V' contenant z; et donc la propriété () n’a pas lien. O

NOTATION 2. Pour tout n > 0, on pose

Dy(f) := {x € [a,b];0sc(f, I N [a,b]) >n pour tout intervalle ouvert I contenant ac}

Farr 4.2. On a Disc(f) = U,ens Di/n(f)-

Démonstration. Par le Fait 4.1 un point x € [a, b] appartient a Disc(f) si et seule-
ment si la propriété () n’a pas lieu; autrement dit (en changeant les notations :  au
lieu de € et I au lieu de V), si et seulement si il existe un n > 0 tel que x € D, (f).

Ainsi, on a Disc(f) = [,~q Dn(f). Donc certainement Disc(f) 2 Uens D1/n(f)-

De plus, pour tout > 0 on peut trouver un entier n tel que % < 7, et alors

Dy(f) € Dijp(f) (micro-exo). Done Dy(f) S Upens Dijn(f) pour tout n > 0, et
donc Disc(f) = U= Dy(f) S Upens Di/n(f)- O
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4.2. Preuve de I'implication “directe”. Supposons que f soit intégrable au
sens de Riemann sur [a, b], et montrons que Disc(f) est négligeable.

Comme Disc(f) = (U, en+ D1/n(f) et comme une réunion dénombrable d’ensembles
négligeables est négligeable (Proposition 2.3), il suffit de montrer que pour tout n > 0,
I'ensemble D, (f) est négligeable. On fixe donc 1y > 0.

Soit ¢ > 0. Il s’agit de trouver une suite (A,) d’intervalles bornés telle que
Dyy © Upen An et Z _o|An| < e. En fait, on va montrer qu'il existe une suite fi-
nie d’intervalles Ay, ..., Aps vérifiant cette propriété.

Soit 0 > 0 a choisir ultérieurement. Comme f est intégrable sur [a,b], on peut
trouver des fonctions en escalier ¢ et 1 telles que

b
p<fv o [@-p)<s

Soit S = (sg,...,sn) une subdivision adaptée a ¢ et a ¥ :

ot)=ar et P(t) =Pk sur I = |sp, Spr1[, 0<k<N -1

FAIT. Si on pose K := {k: e [0,N —1]; Iy n D770 # @}, alors
DI <
keK
Preuve du Fait. Comme oy, < f(t) < B sur I, on a
osc(f, Ix) < Br — oy, pour tout k€ [0, N — 1].

De plus, si k € K, alors Ij, contient un point « € Dy (f), et donc osc(f,I) > no par
définition de Dy, (f). Par conséquent :
Br —ap > 1y pour tout k € K.

On en déduit

DBk — ) [Tl =m0 D [Tl

keK keA
Mais par ailleurs, on a aussi

N— b
DBk — o) k] < Z (Br — o) [Te| = f(w—go)gd

keK

Donc

mo Y, 1kl <6

keK

La Fait va permettre de conclure rapidement. Par définition de K, on a
- U I v {80,...,8]\[}.
keK

Pour k£ =0,..., N, posons
A(sg) := {sk} = [sk, sk];
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et soit Aq,..., A une énumération sans répétitions de la famille finie d’intervalles
{I; ke K} U {A(sg); ke [0,N]}. Alors

M
Dy, (f) U Ap,

n=1

et

1=
>
=

|

N
= 3 el + D) 1A(sk)]
k=0

n=1 keK
= DI +0
keK
< 0/mo par le Fait
<e¢ si 0 est assez petit.

On a donc bien montré que D, (f) est négligeable pour tout n > 0, et donc que
Disc(f) = U,ens Di/n(f) est négligeable.

4.3. Preuve de 'implication “réciproque”. Supposons que Disc(f) soit un
ensemble négligeable, et montrons que la fonction f est intégrable au sens de Riemann
sur [a,b].

Soit € > 0. Il s’agit de trouver deux fonctions en escalier ¢ et v telles que

b
p<f<t et J(¢—@)<5-

a

Soit 6 > 0 a choisir ultérieurement. Comme Disc(f) est négligeable, on peut trouver
une suite d’intervalles ouverts (A )nen telle que

Disc(f) = | A, et DA<

neN n=0
Pour tout z € Disc(f), on peut donc choisir un entier n(x) tel que x € A, ;). On pose
alors V1= Ay
Par ailleurs, pour tout = € Cont(f), on peut trouver un intervalle ouvert V,, tel que
osc(f,Vy n [a,b]) < 0.
Ainsi, on a associé a tout point x € [a, b] un intervalle ouvert V,, tel que
x €V, pour tout z € [a,b],
Ve = Ay size Disce(f),
osc(f, Vo nla,b]) <& size Cont(f).
Par le Lemme de Cousin, on peut trouver une subdivision S = (sq, ..., sy) de [a, b]
telle que pour tout £ =0,...,N —1:

Ji =[Sk, Sk+1] S Vi, pour un certain xy € [a, b].
Dans la suite, on posera

Keont := {k e [0,N —1]; ax € Cont(f)} et Kyisc 1= {k e0,N —1]; = € Disc(f)}.

)
FAarT 1. Ona > |Ji] < X JA, <0.
keKaise n=
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Preuve du Fait 1. On répete un raisonnement déja fait quand on a montré qu’un
intervalle non-trivial n’est pas négligeable.

Par définition des V;, on a Ji © A, (,,) pour tout k € Kgisc. Donc, si pour n € N
on pose K, := {k € Kgisc; n(zx) = n}, alors Jy € A,, pour tout k € K,,. Comme les
intervalles J; sont “presque disjoints”, on a donc ;g [Jk| < [Ap| pour tout n € N.
Et comme les K,, non vides forment une partition finie de Kgjsc, on en déduit

>kl = Z Dkl < Zmnr-

keK gisc n=0 keK,,
O
Dans la suite, pour £k =0,..., N — 1, on posera
my 1= i}lff et Mj :=supf, ou I =|sk, Sk+1][-
k I

On pose également

[flleo := sup{|f(t)]; t € [a, b]}.

FAIT 2. On a My, — my < 2||f| e pour tout k € [0, N — 1], et My — my < ¢ pour
tout k£ € Keont-

Preuve du Fait 2. Comme —| f|o < f(t) < | flloo, onamy = —||f|o et M < || f]o
pour tout k, ce qui donne la lere partie du Fait. Pour la 2eme partie, il suffit d’observer
que My —my, = osc(f,1Ix), et que osc(f, ;) < osc(f, i) < osc(f, Vg, N [a,b]) < 0 si
k € Kcont (puisque xx € Cont(f)). O

Soient maintenant ¢ et v les fonctions en escalier définies comme suit :
{ o(t)=my et P(t)=My sur Iy pourk=0,...,N—1,
o(sk) = f(sg) =¥(sk) pour k=0,...,N.
Par définition, on a

p < f <.
De plus,

b N-1
[w=1=3 0t m
k=0

= D> (Mp—mp) [Tkl + Y (My—my) |

keKcont kEKdisc
<0 ) Il +20fle Y Ikl parle Fait 2
keKcont keKdisc
N-1
<0 Z | Tk + 2| flloo x 0 par le Fait 1
k=0

=0(b—a+2]flo)

Donc S (1 — ) < € si 0 est choisi assez petit.



Chapitre 6

Fonctions convexes

1. Vocabulaire géométrique
1.1. Segments.

NOTATIONS. Si u,v € R, on note [u,v] 'intervalle fermé d’extrémités u et v. Si A
et B sont deux points de R?, on note [A, B] le segment d’extrémités A et B.

LEMME 1.1. (paramétrisation)
(1) Soient u,v e R. SixzeR, alors
z€u,v] <= IAe[0,1] : z=(1—ANu+ .

(2) Soient A = (x4,ya) et B = (xp,yp) deux points de R?. Si M = (xnr,ynr) €
R2, alors
Me[A,B] < 3xe[0,1] : AM = \AB
— JXe[0,1] :
=1 —=Nza+Axp et yy =(1—Nya+ A\yp.
Démonstration. (2) Par définition :
Me[A B] < 3xe[0,1] : AM = \AB (faire un dessin)
— A€ [0,1] iy —za=ANzB—74) €t ym —ya=Ays —ya)

<= ce qu’on veut.

(1) On applique (2) aux points A := (u,0), B := (v,0) et M := (z,0). O

Remarque. Dans (2), c’est le méme X € [0, 1] pour xps et pour yay.
1.2. Au dessus, en dessous.

DEFINITION 1.2. Soit £ une partie de R?, et soit M € R?%. On dit que M est au
dessus de & si

e la droite verticale Dys passant par M rencontre £, i.e. il existe au moins 1
point de £ ayant la méme abscisse que M ;

o M est au dessus de tous les points de Dy n &, i.e. l'ordonnée de M est

supérieure ou €gale a l'ordonnée de tout point de € ayant la méme abscisse
que M.

De méme, on dit que M est en dessous de & si Dy N E # & et si M est en dessous
de tous les points de Dy N E.

Faire un dessin

75



76 6. FONCTIONS CONVEXES

EXEMPLE. Soit f : I — R ot I est un intervalle de R, et soit M = (z,y) € R2.
Alors

M est au dessus de graphe de [ < (CL‘ elety> f($)), et
M est en dessous de graphe de f < (ac elety< f(x))

LEMME 1.3. Soit A une droite non verticale de R?, et soient A, B e R?. Si A et B
sont au dessus de A, alors tous les points de [A, B] sont au dessus de A.

A

o <

Démonstration. Soit M un point quelconque de [A, B]. Notons A’, B" et M’ les
point de A ayant mémes abscisses que A, B et M (ces points existent et sont uniques
puisque A est une droite non verticale ; faire un dessin). Comme A et B sont au dessus
de A, on sait que y4 > ya et yp = ypr. De plus, comme M € [A, B], on sait qu’on
peut écrire

xpy=0=Nza+Xxp et yy=(1—Nya+ \yp

pour un certain A € [0, 1]. De maniére équivalente,

AM = \AB.

D’apres le Théoreme de Thales, on a A’M’ = AN A’'B’ pour le méme \. Donc ypp =
(1=XN)yar+Ayp ; et comme A et 1—\ sont > 0, on en déduit que yp < (1-N)ya+Ayp =
yum- Donc M est au dessus de A. O

2. Fonctions convexes, fonctions concaves

Dans ce qui suit, I est un intervalle de R.

2.1. Définitions géométriques.

NOTATION. Pour toute fonction f: I — R, on note Gy le graphe de f :
Gy = {(a, f(@)); we I}

DEFINITION 2.1. Soit f: I — R.

(1) On dit que la fonction f est convexe sur I si “le graphe de f est en dessous
de toutes ses cordes”; autrement dit : si, pour tous A,B € Gy, le segment
[A, B] est au dessus de Gy.
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(2) On dit que f est concave si, pour tous A, B € Gy, le segment [A, B] est en
dessous de Gy.

Gy

REFORMULATION.

(1) La fonction f est convexe si et seulement si
VA,M,B € Gy avec x) € [xa,2B], le point M est en dessous de [A, B].
(2) La fonction f est concave si et seulement si

VA,M,B € Gy avec x) € [xa,2p], le point M est au dessus de [A, B].

Remarque 1. On a I’équivalence (f convexe) <= (—f concave).

Démonstration. Les graphes de f et de —f sont symétriques par rapport a ’axe
des abscisses; et quand on effectue cette symétrie, “au dessus” devient “en dessous”
et vice versa [l

Remarque 2. “En dessous” et “au dessus” sont pris au sens large : si on est sur le
segment [A, B] (ou sur Gy), on est a la fois au dessus et en dessous, et réciproquement.

ATTENTION. Pour vérifier qu'une fonction f est convexe ou concave, il faut regarder
tous les segments [A, B] avec A, B € Gy.

Fonction ni convexe ni concave

Exemple 1. Les fonctions x ~— x2 et z + |x| sont convexes sur R.

Démonstration. C’est clair géométriquement (faire les dessins). On donnera une
preuve détaillée un peu plus tard. O

Exemple 2. Une fonction f : I — R est a la fois convexe et concave si et seulement
si elle est affine, i.e. de la forme f(x) = ax + b.
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Démonstration. Par définition,
f convexe et concave <= VA,B,M € G; avec x4 <z < 7B,
le point M est en dessous et au dessus de [A, B]
= VA, B,M e Gy avec vao < xy < xp,ona M e [A, B]
<= 3 points quelconques de G sont toujours alignés
<= @y est contenu dans une droite

<= f est affine.

O

2.2. Reformulations analytiques. La définition géométrique de la convexité
n’est pas toujours treés manipulable en pratique. Fort heureusement, elle se reformule
“analytiquement” de facon tres simple :

PROPOSITION 2.2. Une fonction f: I — R est convexe si et seulement si
(2.1) Vu,ve IV € [0,1] :+ f((1 = Nu+ ) < (1= X)f(u) + Af(v).

Démonstration. Supposons f convexe, et montrons (2.1). Soient u,v € I et A €
[0,1]. Par le Lemme 1.1 appliqué avec A = (u, f(u)) et B = (v, f(v)), le point

My = ((1=XNu+ v, (1= N\)f(u) + Af(v))

appartient au segment [A, B]. Comme A, B € G¢ et comme f est convexe, M) est donc
au dessus de Gy, autrement dit yar, > f(xu, ), ou encore

(1 =N f(u)+Af(v) = f((1=Nu+ o).

Inversement, supposons (2.1) vérifiée. Soient A, B € Gy, et soit M = (z,y) un point

quelconque du segment [A, B]. Ecrivons A = (u, f(u)) et B = (v, f(v)) avec u,v € 1.
Par le Lemme 1.1, on a

r=(1=XNu+ v et y=(1=XNf(u)+ Mf(v)

pour un certain A € [0, 1]. D’apres (2.1), on a donc y > f(x); autrement dit M est au
dessus de Gy. O

COROLLAIRE 2.3. Une fonction f: I — R est concave si et seulement si
Vu,ve IVA€[0,1] : f((1—=Nu+v) = (1= N)f(u) + Af(v).

Démonstration. C’est évident puisque (f concave) <= (—f convexe). O

Remarque 1. Pour montrer qu’une fonction f est convexe, il suffit de vérifier (2.1)
pour u, v tels que u < v et pour 0 < A < 1.

Démonstration. Si u = v ou A =0 ou A = 1, alors (2.1) est satisfaite, avec méme
égalité (exo). Donc il suffit de vérifier (2.1) pour 0 < A < 1 et u # v; et par symétrie
(u > vet A 1—\) on peut supposer que u < v. O

Remarque 2. On dit qu’une fonction f : I — R est strictement convexe si

Vu#v dans I VA€ ]0,1[ : f((1 = Au+ dv)<(1 = N)f(u) + Af(v).
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EXEMPLE. Montrons que les fonctions ¢ — |t| et t — t2 sont convexes.
e Pour ¢t — |t| : siu,v e R et A €[0,1], alors
(1= XNu+ M| < |[(1 = ANu| + | M|
=1—=X)|ul+Av] car A=0et1—X>0.
e Pour t — t? : si u,v € R et X € [0, 1], alors
2
<(1 —Nu + )\v) —((1 — Au? + )\vz)
— (122 + 20(1 — Nuv + \20? — ((1 N2+ /\v2>
= (1=X((1 =X = Du? +2X(1 = Nuv + A(A — 1)2?
=-\1-2)) (u2 —2uv + U2)
= A1 =\ (u—wv)?
<0.
Donc on a l'inégalité souhaitée : ((1 — Nu + Av)2 < (1= Nu? + M2

COROLLAIRE 2.4. (propriétés de stabilité)

(i) Si f1,..., fn sont des fonctions convexes sur I et si aq,...,a, € R, alors la
fonction f = aqfi + -+ apfn est conveze.

(i1) Si (fr)kerx est une famille de fonctions convexes sur I telle que f(t) :=
supgei fr(t) est bien défini pour tout t € I, alors la fonction f = suppex fr
est conveze.

(iii) Si f : I — R est convexe et si ¢ est une fonction convezre croissante sur un
intervalle J contenant f(I), alors la fonction g définie par g(t) = ¢(f(t)) est
convexe.

Démonstration. (i) Exo.
(ii) Si uw,v € I et A € [0, 1], alors

Vee K ¢ fi((1—=XNu+ ) < (1—N)fi(w) + Afe(v) car les fi sont convexes.

Comme f > fr pour tout k et comme X et 1 — A sont > 0, on en déduit
(u

Vke K : fk(( )u—l—)\v)\( — A f(u) + Af(v);
et donc
F((A=XNu+ M) = 22};{)]%((1 = Nu+ Av) < (1=X)f(u) + Af(v).
(iii) Siu,ve I et A € [0, 1], alors
g((1 = Nu+ M) =d>(f( Mu + Av)

(b((l — N f(u)+\f U)) car f est convexe et ¢ est croissante

< (1 =XN)o(f(u)) + Ap(f(v)) car ¢ est convexe
= (1 =XN)g(u) + Ag(v).
O

Exercice. Montrer que la fonction ¢ — t* est convexe sur R. Plus généralement,
montrer que pour tout k£ € N, la fonction ¢t — #2° est convexe.
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2.3. Inégalité de Jensen discrete.

REMARQUE. Soit I un intervalle de R. Si x1,...,x, € I et si A1,..., A, sont des
nombres > 0 vérifiant > | \; = 1, alors >, | \jx; € 1.

Démonstration. Supposons par exemple que I soit de la forme [a,b]. On a ainsi
a < x; < b pour tout 7, et donc \ja < \;x; < \jb car A; = 0. En sommant ces inégalités

on obtient
n
}:,Ma <
i=1

Comme Y | \; = 1, cela signifie que a

1=

\iz; < Z Aib.
i—1 i=1
Xisy A < b de 3Ly hiwi € [a, 0] = 1. O

S
Il

N

ProrosiTiON 2.5. Si f : I — R est convexe, alors elle posséde la propriété sui-
vante : pour tous xi,...,xTn € I et pour tous A\i ...\, = 0 tels que D" | N\ = 1, on

a
f(Z Aﬂi) < D NS ().
i=1 i=1
REMARQUE. Sin =2,0n a A\; =1 — A\y; donc 'inégalité s’écrit
(1= Ag)zy + Agwa) < (1= A2) f(w1) + Ao f(22),
ce qui est la formulation analytique de la convexité.

Preuve de la proposition. On procede par récurrence sur n.

Pour n = 1, le résultat est clair : si 1 € I et A\; = 1, alors f(Mz1) = f(z1) =
Arf(wp)!
Supposons le résultat établi pour un certain n > 1, et montrons le pour n + 1.

Soient x1,...,Tne1 €1 et A1... A1 = 0 tels que Z?:ll A; = 1 :1il s’agit de voir que
n+1 n+1
/ (Z )\iIi) < Z Aif ().
i=1 i=1
Si D A =0, alors \y = --- =\, = 0 car les \; sont > 0, et A\,41 = 1. Donc

FOI Nim) = f(@nr1) = 2070 Mif (20).

Suposons que »,;” ; A; > 0, et posons s := > | A\;. On a ainsi

n+1
0<s< Z)\izl et Apy1=1-—s.
i=1
Posons également
A .
,Ufi:; pour i =1,...,n.

Alors p; = 0, et

n 1TL
ZMZEZMZL
=1 =1

Par hypothese de récurrence, on a donc

f (Z Mz‘wz‘) < Z i f ().
i=1 i=1
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De plus,
n+1

n
2 ANix; = Z ST + Apy1Tn41
; i=1
=S

n

um (1= 8)Tni1-

Comme f est convexe, on en déduit

n+1 n
f(Z )\ifﬂi><8f< HiT ) (1—=s) f(zn+1)
i=1 =1

(3

s > mif (i) + (1= ) f(zns1)

1

N

1=
n

= Z (spi) f(zi) + Mpt1f(@ng1)
=1 A

n+1

= 2 @)
0

2.4. Inégalité des 3 pentes. Le lemme suivant joue un réle essentiel dans toutes
les preuves a venir.

LEMME 2.6. Soit f : I — R une fonction convexe. Pour tous u,v,w € I vérifiant
u<w<v, on a

fw) ~ fu) _ f) = F) _ f(0) ~ ().

~ ~
w—1u v—u v—w
Gy
} }
U w v
pente bleue < < pente rouge

Démonstration. Soient A = (u, f(u)), B = (v, f(v)) et M = (w, f(w)) les points
de Gy d’abscisses u, v et w. Comme f est convexe, le point M est en dessous du
segment [A, B]. Donc, le segment [A, M] joint un point situé sur [A, B] & un point
situé en dessous de [A, B]. Comme on se déplace vers la droite pour aller de A a
M, on en déduit que la pente du segment [A, M] est inférieure & celle du segment

[A, B]; autrement dit f(wu)j:fi(u) < f(vz:ﬁ(u)- De méme, le segment [M, B] joint un
point situé en dessous de [A, B] a un point situé sur [A, B], et on se déplace vers la
droite pour aller de M ver B ; donc la pente de [M, B] est supérieure a celle de [A, B],

F=fu) o J)=f(w), O

v—u v—w

i.e.
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COROLLAIRE 2.7. Si f : I — R est concave et siu < w < v, alors

flw) = fw) _ J@) = J()  f) = fw),

=
w—1Uu Vv—Uu v—w

Remarque. Si f est strictement convexe ou strictement concave, les inégalités
précédentes sont strictes.

3. Cas des fonctions dérivables

NOTATION. Si [ est un intervalle de R, on note I Dintervalle ouvert ayant les mémes
extrémités que I. On dit que [ est 'intérieur de I.

Exemples. Si I = [0,1], alors I = ]0,1[. Si I = [0, o[, alors I = ]0,0[. Si I = R,
alors I = R.

THEOREME 3.1. Soit f : I — R une fonction continue sur I et dérivable sur I. Les
propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) f est convexe sur I ;

(ii) Le graphe de f est “au dessus de toutes ses tangentes”, autrement dit

VegeIVeel : f(z)> f(xo) + f'(wo)(x - wo);

Gy

(iii) f’ est croissante sur I.

Démonstration. (i) = (iii). Supposons f convexe, et montrons que f’ est crois-
sante sur I. Soient u,v € I avec u < v. Par 'inégalité des 3 pentes, on a
Fw) = F(w) _ fo) = Fu) _ f(0) — F(w)

w—u . v—u . v—w

f(”)_f:(“) ; et en faisant w — v, on obtient

Yw € |u,v[ :

En faisant w — u*, on obtient f’(u) < £==

f(

vg:f:(u) < f'(v). Donc f'(u) < f'(v), ce qui prouve que f’ est croissante.
(iii) = (ii). Supposons que f’ soit croissante sur I et fixons zg € Ietzel. Par
le Théoreme des accroissements finis, on peut trouver ¢ € I entre g et x tel que
f(@) = f(zo) = f'(e)(@ — o).
On distingue alors 2 cas :
e Sizg <z, alors g < ¢ <z, donce f'(¢) = f'(x0) car f’ est croissante, et donc
f(e)(x — o) = f'(x0)(x — ) car x — x9 = 0.

e Si zp = x, alors < ¢ < x9, donc f'(¢) < f'(x0), et donc f'(¢)(z — xp) =
[/ (x0)(z — z0) & nouveau, car cette fois z — o < 0.
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Dans les 2 cas on obtient f(z) — f(zo) = f'(¢)(x — zo) = f'(x0)(xz — ), ce qui prouve
(ii).

(ii) = (i). Supposons (ii) vérifiée, et montrons que f est convexe. Soient A, B, M
trois points de Gy tels que x4 < xp)s < zp. Il s’agit de montrer que M est en dessous
du segment [A, B]. C’est évident si s = x4 ou zp (car alors M = A ou B); donc on
peut supposer que x4 < 3 < g, ce qui entraine que 3 € 1. Notons A la tangente
a Gy au point M (qui est bien définie puisque xp; € I ). Par (ii), les points A et B
sont situés au dessus de A. Donc tout le segment [A, B] est au dessus de A d’apres le
Lemme 1.3; et donc M est en dessous de [A, B] puisque M appartient & A. ]

COROLLAIRE 3.2. Sous les mémes hypothéses (f continue sur I et dérivable sur
I), la fonction f est concave sur I si et seulement si f' est décroissante sur I.

COROLLAIRE 3.3. Supposons f continue sur I et 2 fois dérivable sur I. Alors

f conveze sur I <= f" >0 surl et

f concave sur I <= f" <0 surI.

REMARQUE. On montre de méme que f est strictement convexe sur I si et seule-
ment si f’ est strictement croissante sur I. En particulier, si f est 2 fois dérivable sur
I, alors

f”>0sur I = f strictement convexe.

Ezercice. La réciproque est-elle vraie ?

EXEMPLES.

(1) Soit a = 0. La fonction f(t) := t“ est convexe sur I = [0,00[ si o > 1, et concave
si0<a<1(car f(t) = a(a— 1)t*2 est du signe de o — 1 sur I = ]0, o0[).

(2) La fonction f(t) := €' est convexe sur R (car f'(t) = e est croissante).
(3) La fonction f(t) := In(¢) est concave sur |0, 00[ (car f(t) = 1/t est décroissante).

(4) Lafonction f(t) := 1/t est convexe sur |0, oo[ et concave sur |—o0, 0[ (car f”(t) = 2/t
est du signe de t).

COROLLAIRE 3.4. Si f est une fonction conveze sur I, alors el est conveze, et f©
est convexe pour tout o =1 si f = 0.

Démonstration. Les fonctions x — €e® et © — z% sont convexes croissantes, res-
pectivement sur R et sur R ; donc le résultat découle des propriétés de stabilité des
fonctions convexes (Corollaire 2.4). O

Ezercice. Montrer que la fonction f définie par
£(t) := max (5&2 3]t — 6], [t — 1[¥2 + 6(e2 + et/2)4/3>

est convexe sur R.
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4. Régularité des fonctions convexes ; droites d’appui

PROPOSITION 4.1. Si f : I — R est une fonction conveze, alors f est dérivable a
gauche et a droite en tout point de I. De plus, les fonctions fé et f) sont croissantes

sur I, et on a fo(t) < fi(t) pour tout t e I.

Exemple. Pour f(t) = |t|, on a

-1 si t<0 -1 si t<0
fty=3—-1 si t=0 et fit)=4 1 si t=0
1 si t>0 1 s t>0

/ / 3 / !
Donc, en effet, f; et f; sont croissantes avec f; < fj.

Preuve de la proposition. (i) Soit tg € I fixé. Montrons que f est dérivable a gauche
et a droite en tg, avec f,(to) < fj(to).
Par 'inégalité des 3 pentes, on a

f(t) = f(to) _ f(t) = f(to)

< sitg<t<t.
t—1to t'—tp

f(#®)—f(to) f)—f(to)
t—to t—to

R U {—0} quand t — tZ. De plus, si on choisit o € I tel que a < ty (ce qui est possible

Donc décroit quand t décroit vers tg, et donc admet une limite dans

car ty € I), alors, toujours par I'inégalité des 3 pentes, on a

f(t) — f(to) > f(to) — f(a)
t—to to—a
f@) = fto) _ f(to) = f(e)

lim > > —00.
t—tZ Tt —1o lo—«

pour tout t > tg,

et donc

Ainsi, f est dérivable & droite en tg, avec

tg) — fla
fa(to) = Jlto) = J(a) pour tout « < tg.
to — «
On montre de méme que f est dérivable a gauche en tg, avec

f(B) — f(t)
B—to
Enfin, en faisant 3 — tj dans la derniére inégalité (ou o — t; dans la précédente), on

obtient f(to) < fy(to)-

(i) Montrons maintenant que les fonction f/ et fé sont croissantes. Soient u, v € I
tels que u < v. Par I'inégalité des 3 pentes, on a

fw) = flw) _ @)= 1) _ S~ fw)

w—u v—1u v —w

folto) < pour tout 3 > tg.

pour tout w € |u, v|.

En faisant w — u™ et w — v~ dans ces inégalités, on obtient
fo)—flw) _
ﬁ < f_(] (U).
Donc a fortiori fj(u) < fy(v) et fo(u) < fy(v) puisque f; < f7. O
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COROLLAIRE 4.2. Si f : I — R est une fonction convexe (ou concave), alors f est
continue en tout point de I. En particulier, toute fonction convere (ou concave) sur
un intervalle ouvert est continue.

Demonstmtzon Par la proposition, f est dérivable a gauche et a droite en tout
point de I donc continue a gauche et a droite en tout point de I. O

COROLLAIRE 4.3. Toute fonction convexe sur un intervalle fermé borné [a,b] est
réglée, et donc intégrable au sens de Riemann sur [a,b].

Démonstration. Si f est convexe sur [a,b], alors f est continue sur ]a,b[ par le
corollaire précédent. Donc il suffit de montrer que f admet une limite a droite en a et
une limite a gauche en b.

Par I'inégalité des 3 pentes, la fonction x — W est croissante sur ]a, b] (exo).
Donc W admet une limite [ quand  — b, et donc f(z) — f(a)+1(b—a) quand
x — b~. De méme, f admet une limite & droite en a. O

COROLLAIRE 4.4. Soit f : I — R une fonction convezxe. Pour tout point xq € I, on
peut trouver une fonction affine « telle que

a(xo) = f(xo) et a(z) < f(z) pour tout x € I.

Démonstration. Fixons xg € I. Tout repose sur le fait suivant.

FAIT. On a
M > fl(zo0) pour tout z > xg, et
T — Zo
M < f;(wo) pour tout x < xg.
T — o

Faire un dessin

Preuve du Fait. Si x > xg, 'inégalité des trois pentes donne

f(w) - f(xO) < f(:U) _ f(on) pour tout zop < w < z;
w — I T — X9

et en faisant w — xg , on en déduit

f(@) = f(=o) /
—_— = .
T — o fa(zo)
L’autre inégalité se démontre de la méme fagon (exo). O

Soit maintenant ¢ n’importe quel nombre tel que

fa(@o) < e < falwo),

et soit « la fonction affine telle que a(a:o) = f(xg) et de “coefficient directeur” c :

a(x) = f(zo) + c(z — x0).
11 s’agit de montrer qu’on a «a(z) < f(z) pour tout x # xg dans I (on sait déja que

a(zo) = f(zo))-

Si x> g, on a par le Fait :

f@) ~ flawo) _

v —x0 fa(zo) = ¢



86 6. FONCTIONS CONVEXES

et donc f(x) = c(x — zo) + f(z0) = a(z) puisque z — zg > 0.
De méme, si z < x¢ alors %ﬁgm f(x0) < ¢, et done f(z) = c(x—mwo)+f(20) =
a(x) puisque x — zg < 0. O

Remarque 1. On dit que la droite d’équation y = «(z) est une droite d’appui
pour le graphe de f au point M¢(xg) = (o, f(x0)).

Remarque 2. Si f est dérivable en xg, la seule droite d’appui pour Gy au point
My (o) est la tangente a Gy en My (zo).

Démonstration. Si a(z) = cx + d est une fonction affine vérifiant a(zp) = f(xo) et
a < f, alors
f(x) = flxo) _ alz) — f(zo) _ alz) — a(xo)

Vo >z : > = —c
T — X T — X0 T — X0

En faisant z — xa’ , on obtient donc

c < fé(azg)
On montre de méme (exo) que

c= f; (.’Bo)
Dongc, si f est dérivable en zg, alors nécessairement ¢ = f’(xp). Et comme on impose
a(zg) = f(xg), on voit qu’il n’y a qu'une seule fonction a possible, qui correspond a
la tangente a Gy au point My (zo). O

Remarque 3. Si f n’est pas dérivable en xg, il y a une infinité de droites d’appui
pour Gy au point M(xo) : n'importe quelle droite d’équation y = f(zo) + c(x — o)
avec fy(wo) < ¢ < fj(wo) convient. Faire un dessin pour f(t) = [t|.

5. Fonctions convexes et fonctions croissantes

Si f: I — R est une fonction de classe C! et si on fixe zq € I, alors
Veel : f(z)= f(zo) + J f'(t)dt.
o

Donc, toute fonction convexe de classe C' est de la forme “constante + intégrale
indéfinie d’une fonction croissante”. Inversement, si une fonction f est de la forme
flx) =c+ S o(t) dt ot ¢ est une fonction croissante continue, alors f est convexe

car elle est de classe C! et f' = ¢ est croissante. Le résultat suivant généralise ces
remarques.

PropPoOSITION 5.1. Soit I un intervalle ouvert de R, et soit f : I — R. Soit

également xg € 1. Alors [ est convexe sur I si et seulement si elle est de la forme
X

fa) = c+j o(t) dt,

zo

ou ¢ est une constante et @ est une fonction croissante.

La preuve de ce résultat n’est pas immédiate. Pour une des deux implications, on
aura besoin du lemme suivant.

LEMME 5.2. Soit ® : I — R une fonction continue. On suppose qu’il existe un
ensemble dénombrable D < I tel que ® est dérivable a droite en tout point x € I1\D
avec ®(x) < 0. Alors ® est décroissante sur I.
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Démonstration. 11 s’agit de montrer qu’on a ®(b) < ®(a) pour tous a, b € I vérifiant
a < b. On fixe donc a et b.

Fart 1. Il existe une fonction croissante S : R — R qui n’est continue a droite en
aucun point de D, i.e. Vz€ D : S(zT) > S(z).

Preuve du Fait 1. Comme D est dénombrable, on peut écrire D = {z;; i € N}. On
pose alors

0
S(@) =Y 27y, pplx) = > 27
i=0 {iteN: z;<x}
La fonction S est visiblement croissante. Par définition, si z = z;, € D, alors V. > z :
S(x) = S(z) +27% (exo0); donc S(zT) = S(z) + 27%. O

Dans la suite, on note 6 : [a,b] — R la fonction définie par
O(x) :=x+ S(z).

FAIT 2. Pour tout u € [a, b[ et pour tout € > 0, on peut trouver un point v tel que
u<v<bet ®(v) < ®(u)+e(0(v) — O(u)).

Preuve du Fait 2. Si u ¢ D, alors ® est dérivable a droite en u avec ®/(u) < 0;
donc on a ®(v) < ®(u) + e(v — u) pour tout v > w assez proche de u, et donc
P(v) < O(u) +e(v—u) +e(S(w) — S(u)) = ®(u) +e(0(v) —O(u)) car S(v) —S(u) = 0.
Si u € D, alors S(u™) — S(u)>0 par définition de S. Comme ® est continue au point
u, on a donc ®(v) < ®(u) +&(S(ut) — S(u)) pour tout v assez proche de u. Si de plus
v > u, alors S(v) = S(u™) et donc ®(v) < ®(u) + (S(v) — S(u)) < P(u) +e(v —u) +
e(S(v) — S(w)) = ®(u) +(8(v) — O(u)). O

Soit maintenant € > 0, et posons
E = {z € [a,b]; ®(z) < P(a) + ¢ (6(z) — S(a))}.
L’ensemble E est non vide car a € F; et F est majoré par b. On peut donc définir
c:=sup FE.
Fair 3. Le point ¢ appartient a F.

Preuve du Fait 3. Par définition de ¢, on peut trouver une suite (z,,) de points de
E telle que (z,, < ¢ pour tout n € N et) x,, — ¢. Comme la fonction 6 est croissante, on
a ®(z,) < ®(a)+e (0(zn) —0(a)) < P(a) +e (6(c) — B(a)) pour tout n € N; et comme
® est continue, on en déduit ®(c) < ®(a) + £ (6(c) — 0(a)) en faisant n — oo. O

FAIT 4. Onac=0b.

Preuve du Fait 4. Supposons que ¢ < b. Alors, par le Fait 2, on peut trouver un
point v tel que ¢ < v < bet ®(v) < ®(c) +£(6(v) —6(c)). Comme c € E d’apres le Fait
3, on en déduit

®(v) < ®(a) + € (0(c) — B(a)) +e(8(v) — 0(c)) = (a) + & (A(v) — b(a)).
On voit ainsi que v € E, ce qui contredit la définition de ¢ puisque v > c. O

La preuve du lemme est maintenant terminée : Par les Faits 3 et 4, on a b € F;
donc ®(b) < ®(a) + £ (A(b) — 6(a)) pour tout € > 0, et donc (b) < ®(a). O
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Prewve de la Proposition 5.1. (i) Supposons que f soit convexe sur /. Comme [
est un intervalle ouvert, la fonction f est alors dérivable a droite en tout point, et la
fonction ¢ := f/ est croissante sur I. Pour montrer que f est de la forme souhaitée, il
suffit donc de prouver que la fonction ® définie par

-[ Fi) dt

est constante sur I. Et d’apres le Lemme 5.2 appliqué a ® et a —®, il suffit pour cela
de montrer qu’il existe un ensemble dénombrable D < I tel que ® et dérivable a droite
en tout point x € I\D avec ®/,(z) = 0.

On prend pour D I’ensemble des points de discontinuité de la fonction f}; comme f}
est croissante, 'ensemble D est bien dénombrable. Par définition de D, si x € I\D, alors
la fonction f); est continue au point x et donc par la preuve du Théoreme fondamental

de I’analyse, la fonction f définie par f = S [ (t) dt est dérivable au point x avec
() = fi(x). Ainsi, @ = f — f est derlvable a droite en tout point x € I\D, avec

y(z) = falz) — fa(@) =

(ii) Inversement, supposons que f soit de la forme f(z) = ¢+ Sgo @(t) dt ou ¢ est
une fonction croissante, et montrons que f est convexe.

Soient u,v € I avec u < v, et soit A € [0, 1]. Posons z) := (1 — A)u + Av. On a

ﬂu_xm+xw—(u—mﬂm+xﬂm)
N(F@x) = F@) + A(f(22) = (0)
J o(t dt+)\fmg0(t)dt

)
J o(t dt—)\f

Comme la fonction ¢ est croissante et u < x) < v, on en déduit

F((1 = Nu+ M) (a Aﬂ)+Aﬂm)
< (1 =XA) x (zx —u)p(xr) — A x (v—2))0(T));

et comme x\ —u = Av —u) et v —x) = (1 — A\)(v — u) (micro-exo), on obtient ainsi

ﬁu—Am+A@—Q1—mﬂw+Aﬂ@)
< (T =MAv —u)p(xr) — A1 = A)(v —u)p(xy) = 0.

Donc la fonction f est en effet convexe. O

6. Exemples d’inégalités de convexité
6.1. Minoration du sinus et du cosinus.
LEMME 6.1. Pour tout x € [0, 5], on a

2 2
sin(z) > —« et cos(z) 21— —ux.
T 7r

Démonstration. La fonction sin est concave sur [0, ] car sin”(z) = —sin(x)

<0
sur [0, 5]. Donc le graphe de sin est au dessus de la corde joignant les points A =
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(0,sin(0)) = (0,1) et B = (5,sin(3)) = (3,0), ce qui donne la premiere inégalité. La
deuxiéme se démontre de la méme fagon (exo). O

Ezercice. Montrer que
™

JQ e M@ gy 0 quand A\ — +oo.
0

6.2. Fonctions sous-additives.
PROPOSITION 6.2. Si f : [0,00[ — R est une fonction concave, alors

Vr,y e [0,00[: f(z+y)+ f(0) < f(x) + f(y).

En particulier, si f : [0,00] — R est concave avec de plus f(0) = 0, alors f est sous-
additive :

Vo,y e [0,0[: f(z+y) < f(z)+ fy).

Démonstration. Fixons z,y € [0,00[. Si x = 0 = y, alors I'inégalité est évidente;
donc on peut supposer que x + y > 0.

L’idée est d’écrire que x € [0,z + y] et y € [0, 2 + y] et d’utiliser la concavité de f.
De fagon précise, on a

r=(1-XN)x0+Ax(z+y) avec A 1= T
donc, par concavité de f :
J@) 2 L= N0) + A (@ +y) = == f(0) + [l +).
De méme,
T) > o JO) + S+ )
et donc
Yy T T
f(l‘)JFf(Z/)2mf(o)"‘mf(ery)erf(o)Jrx+yf($+y)
= f(0) + f(z +y)

COROLLAIRE 6.3. Si « € [0,1], alors
Ve,y =0 @ (z+y)* <a® +y*.

Démonstration. La fonction ¢ — ¢t est concave sur [0, o[ et vaut 0 en 0, donc elle
est sous-additive. O

Ezercice. Démontrer directement que +/x +y < /x + ,/y pour tous z,y > 0.
6.3. Inégalité arithmético-géométrique.

PROPOSITION 6.4. Soient A1, ..., A\, > 0 vérifiant Y | \; = 1. Pour tous nombres

Ti1,...,&n, =0, on a
n n
[T < 3n
i=1 i=1
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Démonstration. Le résultat est évident si I'un des z; vaut 0 (le produit de gauche
vaut alors 0) ; donc on peut supposer que tous les x; sont > 0. On peut alors prendre
le logarithme : 'inégalité a démontrer est équivalente a

Zn: Ailn(z;) < In (Zn: )\ﬂi) ;
i—1 i=1

ce qui est vrai par concavité de la fonction In. O

COROLLAIRE 6.5. Pour tous x1,...,%n, 0N a

(f1) <15

Cette inégalité s’appelle l'inégalité arithmético-géométrique.

S|
O

Démonstration. On applique la proposition avec Ay = --- = A, 1=

6.4. Inégalité de Hermite-Hadamard.

PROPOSITION 6.6. Si f : [a,b] — R est une fonction convexe, alors

f(“b) _aff L< 2 (fla) + £(0).

Démonstration. On a besoin du fait suivant.

FAIT. Si « est une fonction affine, alors

a<“‘2”’> - ! fba(t)dtz 5 (ala) + a().

—aQa a

Preuve du Fait. C’est “juste un calcul” : si a(t) = ct + d, les trois quantités sont
égales & ¢ x %2 + d (exo). O

Par la Proposition 4.4, on peut trouver une fonction affine « telle que

o <“+b> _y (“b) et alt) < f(t) pour tout € [a,b].

2 2

Donc, en utilisant le Fait :

b b
f<a;rb> —a(a;b> - biaLa(t)dtgbiaLf(t)dt

Si on note « la fonction affine telle que a(a) = f(a) et a(b) = f(b), alors a(t) = f(¢)
pour tout t € [a,b] par convexité de f (faire le dessin). Donc, en utilisant & nouveau le
Fait :

(f(a) + f(b)).

l\DM—t

b 1 [ 1
f feyde < 2 [ attydt = 2 (0(a) + b)) =

b—alJ, o



6. EXEMPLES D’INEGALITES DE CONVEXITE 91

6.5. Inégalité de Jensen “continue”.

PROPOSITION 6.7. Soit x : [a,b] — R une fonction continue, et soit f une fonction
conveze continue sur un intervalle I contenant x([a,b]). Si X : [a,b] — R est une

fonction continue = 0 telle que SZ A(t)dt =1, alors SZ At)x(t)dteI et

f Ub/\(t) x(t) dt) < Jb/\(t)f(x(t))dt.

a a

En particulier : 5= SZ x(t)dteI et

f (bia be(t) dt) < bia Lbf(x(t))dt.

Démonstration. La 2éme partie de la proposition découle de la lere en prenant
pour A la fonction constante définie par A(t) := ﬁ, qui vérifie bien que SZ A(t)dt = 1.
Donc on se concentre sur la lere partie.

Comme la fonction x est continue, x([a,b]) est un intervalle fermé borné [m, M].
On am < x(t) < M pour tout t € [a,b], donc

b b b
mzf m)\(t)dtéf x(t))\(t)dt<f M A(t)dt = M.

Ainsi §° M) x(t) dt € [m, M] = x([a, b]), et donc §* A(t) x(t) dt € I. Pour I'inégalité, on
distingue 2 cas.

Cas 1. PA(t)x(t)dt ¢ 1.

Dans ce cas, Ss A(t)x(t)dt ¢ Jm, M| puisque [m, M] < I, donc SZ A(t) x(t) dt vaut m ou
M puisqu’on sait déja que Ss A(t) x(t) dt € [m, M]. Si par exemple SZ At)x(t)dt = M =
SZ A(t) M dt, alors SZ A(t) (M — x(t))dt = 0. Comme la fonction t — A(t)(M — f(t))
est continue et > 0, elle est donc identiquement nulle (¢f I'Exercice 2.17 du Cha-
pitre 2). On a donc x(t) = M pour tout ¢t € [a,b] tel que A(t) # 0. Mais alors
AE)f(x(t)) = At)f(M) pour tout t € [a,b] (qu'on ait ou non A(t) # 0), donc
A) F(x(8))dt = §2A() f(M)dt = f(M). Comme §* A(t)x(t)dt = M, on obtient
ainsi f (SZ)\(t) x(t) dt) = SZ A(t) f(x(t)) dt; autrement dit, I'inégalité de Jensen est

vraie avec méme égalité.
CAS 2. @g:= O A()x(t)dt € 1.

Dans ce cas, la Proposition 4.4 permet trouver une fonction affine a(x) = cx + d telle
que

a(zg) = f(xg) et a(z) < f(zr) pour tout z € I.
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o <LZ;)\(t)x(t) dt)

=cxf At x(t) dt + d

On peut donc écrire

f <Lb)\(t) x(t) dt)

= Jb M) (ex(t) +d)dt  car §A(t)dt =1

O

FEzercice. Utiliser la méme méthode (basée sur la Proposition 4.4) pour démontrer
I'inégalité de Jensen discrete.

6.6. Inégalité de Holder.

THEOREME 6.8. Soient p, q verifiant p,q > 1 et % + % =1.

(1) Pour tous ui,...,up,v1,...,v, € C, on a

n n 1/p n 1/q
2 g < (Z !uz‘|p) (Z |U¢q> :
i=1 i=1 i=1

(2) Siu etwv sont des fonctions continues sur un intervalle [a,b] € R, alors

| " uftyo(t) di < (] b ol ) " (] b (o) "

Démonstration. La preuve repose sur le fait suivant.

Farr. Pour tous z,y = 0, on a zy < %xp + %yq.
Preuve du Fait. Le résultat est évident si 2 = 0 ou y = 0 (car xy = 0 dans ce cas).
Donc on peut supposer que x > 0 et y > 0, et dans ce cas le résultat découle de la

concavité du logarithme : on a

1 1 1 1
In(—2 + —y?) = - In(z?) + — In(y?) = In(z) + In(y) = In(xy),
(o + o) = Ina?) + () = In(a) + Iny) = Iney)

d’ou la conclusion. O

Pour montrer (1), posons

n 1/p n 1/q
A= (Z |ui|p> et B:= (Z |v,~]q> .

i=1 i=1
Si A=0ou B =0, alors tous les u; valent 0 ou tous les v; valent 0, donc I'inégalité a
démontrer est évidente. On peut donc supposer que A > 0 et B > 0, ce qui permet de
poser
|vi

et Y; = ?

_ Jul

A

T :
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Si on applique le Fait & x; et y;, on obtient

wivi| _ 1 Jwil? 1 Jugl?
AB T p Ap q Bt

pourt=1,...,n.

Donc, en sommant ces inégalités :

LS ol < 2 LS L L S e
R TS O TR TS SO T
AB =1 o p Ap =1 ' q Bq =1 '
N ~——

AP Ba

Il
==
Q|

Donc > ; |ujvi| < AB, ce qui est la conclusion souhaitée.

Pour démontrer (2), on pose cette fois

A <Lb|u<t>‘p>”” o B (Lﬂv(w)”‘?

Si A=0ouB =0,alors u =0 ouwv = 0 car les fonctions |u|P et |v|? sont continues
> 0 (¢f I'Exercice 2.17 du Chapitre 2); donc le résultat est évident. On peut donc
supposer que A > 0 et B > 0, ce qui permet de poser

x(t) := i et y(t) := 7

Si on applique le fait & x(t) et y(¢) pour tout ¢ € [a, b] et qu’on intégre entre a et b, on
obtient comme précédemment

donc SZ lu(t)v(t)| dt < AB, ce qu’on voulait montrer. O

Autre preuve. (1) On pose comme plus haut

- 1/p
A= ()™
i=1
et on écrit

|u;|P

Ap

|ul~v,-| = )\i.CL‘i, ou )\z = et x; = AP |ui|17p|vi\.
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Les X\; sont = 0 et D" ; A\; = 1 par définition de A. Comme la fonction z — x9 est
convexe sur [0,00[, on en déduit, d’apres 1'inégalité de Jensen discrete :

(i ‘Uivi|>q = <i )\ixi)q < an Nixd
i=1 i=1 -

o Jual?
- Z yu AP |5 11=P) |y

n
API—P 2 |ui |PFI7P ;|9
i=1

7
n
:Aq2|vi|q car p—+ q = pq.
i=1

3 ] < A (2 |v@-|q> s (2 |ui|p) " (2 |vl-|q> "

i=1 i=1 =1 =1

Donc

1/p
(2) La preuve est tres semblable en posant A = (SZ |u(t)|p) , en écrivant

()] =2 x(0) on A0 = "D et x(t) = (o)l Ploto)],

et en utilisant cette fois I'inégalité de Jensen continue. Les détails sont laissés en exo.

O

REMARQUE. Pour p = 2 = ¢, I'inégalité de Holder s’appelle 'inégalité de Cauchy-
Schwarz (déja rencontrée au Chapitre 2). Elle s’écrit

n " 2 /., 1/2
Z luivi| < (Z |u1|2> (Z |vi|2> dans le cas “discret”,
i=1 i=1 i=1

b b 12, b 1/2
f lu(t)v(t)| dt < <f |u(t)|2) <J |U(t)|2> dans le cas “continu”.

Exercice. Soit f = R — C une fonction de classe C!. On suppose qu’il existe p > 1
et une constante C' tels que

J |f/()[Pdt < C  pour tout intervalle fermé borné I < R.
I

Montrer que f est uniformément continue sur R. (Suggestion : utiliser le Théoréme fon-
damental de I’analyse et 'inégalité de Holder pour majorer |f(v) — f(u)| pour u,v € R.)

6.7. Inégalité de Minkowski.
THEOREME 6.9. Soit p € [1,00[.

(1) Pour tous uy,...,uUp,v1,...,0, € C, on a

n 1p n 1p n 1/p
(Z |u; + Ui|p> < (Z |u1|p) + (Z U,’|p> .
i=1 i=1 1=1
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(2) Pour toutes fonctions continues u,v : [a,b] — C, on a
1/p 1/p b 1/p
<J lu(t) + o |pdt> U () |pdt> + (f \v(t)\pdt) .
a
Démonstration. (1) Pour tout x = (x1,...,z,) € C", on posera
n 1/p
]y == <Z \fvz'\p> :
i=1
Avec cette notation, il s’agit de montrer que
lu+ ]y < lulp + [vlp pour tous u,v € C".
Farr 1. Si x € C", alors |ax||, = || |z|, pour tout a € C.
Preuve du Fait 1. Exo. 0
FAIT 2. Si 2,y e C" vérifient |z, < 1et |y, <1, alors |(1 —X)z + Ay|, < 1 pour
tout A € [0, 1].
Prewve du Fait 2. Sion écrit x = (x1,...,2,) et y = (Y1, - ,Yn), alors
n
[(1 =Nz + Ayl = D (1= Nai + i’
i=1
n
< Z(\(l — Nai| + |dyil)’
i=1
n
= D (A= Nlai| + Alyal)”
i=1
n
< Z (1= N)|zi” + Aysl?) car la fonction ¢ — P est convexe
i=1
n
= (1=A) ), |zl +/\Z |yil”
i=1 i=1
\—v—/
<1 <1
<@A-A)+A=1.
Donc [|(1 = Xz + Ay, <1 O
Remarque. Le Fait 2 signifie que l'ensemble C' = {z € C"; |z], < 1} est un

ensemble convexe :

Ve,ye CVAe[0,1] : (1—=Nz+AyeC.

On peut maintenant démontrer (1). Soient u,v € C". Si ||uf, = 0 ou |v|, = 0, alors
u=0ouv=0,donc |u+vl, =|ul,+ |v]p (nucm exo). On peut donc supposer que

lufp, > 0 et Hva > 0, ce qui permet de poser
u v

il [0l

Par le Fait 1, on a (exo)
[zl =1 = [yl
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Donc, par le Fait 2 :
(1 =Nz +Ay|p <1 pour tout A € [0, 1].

FarT 3. 1l existe A € [0, 1] tel que m =(1-=MNz+ M.
Preuve du Fait 3. On a
utv  ufp lv]lp
lullp + ol Tulp + [olp ™ Tulp + o],
=(1—-XNzx+ Ay avec)\zm;
et eneffet 0 < A < 1. ]

La preuve est maintenant terminée : par le Fait 3, on a
u+ v
lulp + vl

X 5

p

et donc |u + v, < |ull, + |v[p par le Fait 1.

(2) La preuve est tres semblable. Notons C([a, b]) 'ensemble de toutes les fonctions
continues x : [a,b] — C. Pour x € C([a, b]), on pose

b= ([t .

lu+v]p < ulp + |vlp pour toutes u, v € C([a, b]).

et il s’agit de montrer que

Pour cela, on recopie purement et simplement la preuve de (1), en remplagant les
sommes par des intégrales. Les détails sont laissés en exo. O
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