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3. Théorème de Lebesgue-Vitali 69
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Chapitre 1

Subdivisions, fonctions en escalier, fonctions réglées

1. Subdivisions d’un intervalle

1.1. Vocabulaire.

Définition 1.1. Soit ra, bs un intervalle fermé de R.Une subdivision de ra, bs
est une suite finie S “ ps0, . . . , sN q de points de ra, bs deux à deux distincts et rangés
par ordre croissant, avec s0 “ a et sN “ b. Si a ă b, on a donc a “ s0 ă ¨ ¨ ¨ ă sN “ b.

a “ s0 s1 s2 s3 sN´1 sN “ b

Exemple. S :“ p0, 1, 3{2, 2q et S1 :“ p0, 1{4, 3{4, 1, 3{2, 7{4, 2q sont des subdivisions
de ra, bs :“ r0, 2s.

Remarque 1. Par définition, la seule subdivision d’un intervalle trivial ra, as “ tau
est S “ paq.

Remarque 2. Une subdivision S “ ps0, . . . , sN q de ra, bs contient N ` 1 points. Elle
détermine un découpage de ra, bs en N intervalles fermés consécutifs J0, . . . , JN´1 :

Jk “ rsk, sk`1s pour k “ 0, . . . N ´ 1.

a “ s0 s1 s2 s3 sk sk`1 sN´1 sN “ b

J0 J1 J2 Jk JN´1

Définition 1.2. Soient S et S1 deux subdivisions de ra, bs. On dit que S1 est plus
fine que S, et on écrit S1 ľ S, si S1 contient tous les points de S

Exemple. S1 “ p0, 1{4, 3{4, 1, 3{2, 7{4, 2q est une subdivision de ra, bs “ r0, 2s plus
fine que S “ p0, 1, 3{2, 2q.

1.2. Le Lemme de Cousin. Le résultat suivant peut à juste titre sembler très
abstrait ; mais il est également très utile. Il porte le nom de Lemme de Cousin.

Théorème 1.3. Soit ra, bs Ď R un intervalle fermé borné. Pour tout x P ra, bs, on
suppose donné un intervalle ouvert Vx tel que x P Vx. Alors il existe une subdivision
S “ ps0, . . . , sN q de ra, bs telle que chaque intervalle rsk, sk`1s est entièrement contenu
dans Vxk pour un certain xk P ra, bs, avec de plus xk P rsk, sk`1s.
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6 1. SUBDIVISIONS, FONCTIONS EN ESCALIER, FONCTIONS RÉGLÉES

Démonstration. On dira qu’un intervalle fermé J Ď ra, bs est gentil s’il existe une
subdivision S “ ps0, . . . , sN q de J telle que chaque intervalle rsk, sk`1s est contenu
dans un certain Vxk avec xk P rsk, sk`1s (et on dira qu’une telle S est une bonne
subdivision de J). Bien entendu, un intervalle qui n’est pas gentil sera dit méchant.
Avec cette terminologie, il s’agit de montrer que l’intervalle J “ ra, bs est gentil.

Fait 0. Si x P ra, bs, alors tout intervalle fermé J Ď Vx tel que x P J est gentil.

Preuve du Fait 0. C’est évident : si J “ ru, vs, alors pu, vq est une bonne subdivi-
sion de J puisque x P ru, vs Ď Vx. �

Fait 1. Soient u, v,m P ra, bs avec u ď m ď v. Si ru,ms et rm, vs sont gentils, alors
ru, vs est gentil.

Preuve du Fait 1. Il suffit de mettre “bout à bout” une bonne subdivision de ru,ms
et une bonne subdivision de rm, vs. (Exo : écrire les détails.) �

Dans la suite, on notera |J | la longueur d’un intervalle J .

Fait 2. Soit J Ď ra, bs un intervalle fermé. Si J est méchant, alors il existe un
intervalle J 1 Ď J avec |J 1| “ 1

2 |J | qui est encore méchant.

Preuve du Fait 2. Écrivons J “ ru, vs, et soit m le milieu de ru, vs. Par le Fait 1,
l’un des deux intervalles ru,ms et rm, vs n’est pas gentil ; donc il suffit de prendre pour
J 1 cet intervalle. �

Maintenant, montrons par l’absurde que ra, bs est gentil.

Supposons que J0 :“ ra, bs ne soit pas gentil. Par le Fait 2, on peut trouver un
intervalle J1 Ď ra, bs qui est méchant et vérifie |J1 “

1
2 |J0|. En réappliquant le Fait 2,

on trouve un intervalle J2 Ď J1 qui est encore méchant et vérifie |J2| “
1
2 |J1| “

1
22
|J0|.

Et ainsi de suite : par récurrence, on construit une suite décroissante d’intervalles
J1, J2, J3, . . . telle que |Jn| “

1
2n |J0| et Jn est méchant, pour tout n ě 0.

Par le Théorème des segments emboités, il existe un (et un seul) point x P ra, bs
appartenant à tous les intervalles Jn. Comme Vx est un intervalle ouvert contenant x,
on peut trouver ε ą 0 tel que rx´ ε, x`εs Ď Vx ; et comme |Jn| Ñ 0 quand nÑ8, on
peut ensuite trouver un entier n tel que |Jn| ď ε. Alors Jn Ď rx´ ε, x` εs car x P Jn
(micro-exo) ; et donc Jn Ď Vx. Donc Jn est gentil par le Fait 0 (puisque x P Jn), ce qui
contredit le choix de Jn. �

Du Lemme de Cousin, on peut déduire un autre résultat très utile, qu’on appelle
le Lemme de Lebesgue.

Corollaire 1.4. Supposons donné, pour tout x P ra, bs, un intervalle ouvert Vx
tel que x P Vx. Alors on peut trouver δ ą 0 tel que : tout intervalle J Ď ra, bs vérifiant
|J | ă δ est contenu dans un certain Vx.

Démonstration. Soit ps0, . . . , sN q une subdivision de ra, bs donnée par le Lemme
de Cousin. Chaque intervalle rsk, sk`1s est donc contenu dans Vxk pour un certain
xk P ra, bs. Comme les Vxk sont des intervalles ouverts, on peut, pour k “ 0, . . . , N ´1,
trouver δk ą 0 tel que rsk ´ δk, sk`1 ` δks Ď Vxk (micro-exo).

Soit alors δ “ minpδ0, . . . , δN´1q. Si J Ď ra, bs est un intervalle non vide tel que
|J | ă δ, alors J rencontre rsk, sk`1s pour un certain k, donc J Ď rsk´δ, sk`1`δs (exo),
et donc J Ď rsk ´ δk, sk`1` δks Ď Vxk puisque δ ď δk. Par conséquent, δ convient. �
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La preuve du Lemme de Lebesgue qu’on vient de donner n’est sans doute pas la
plus naturelle qui soit. En voici donc une autre.

Preuve directe du Lemme de Lebesgue. Par l’absurde, on suppose que la conclusion
n’est pas vraie, i.e. que pour tout δ ą 0, il existe un intervalle Jpδq Ď ra, bs tel que
|Jpδq| ă δ mais Jpδq n’est contenu dans aucun Vx. Pour n P N, on pose Jn “ Jp2´nq,
et on choisit un point xn P Jn. Ainsi :r |Jn| Ñ 0,r Jn n’est contenu dans aucun Vx,r xn P Jn.

La suite pxnq est bornée (xn P ra, bs), donc elle possède une sous-suite convergente
pxnkq par le Théorème de Bolzano-Weierstrass : xnk Ñ x P ra, bs.

Comme Vx est un intervalle ouvert et x P Vx, on peut trouver ε ą 0 tel que
rx´2ε, x`2εs Ď Vx (faire un dessin). Et comme xnk Ñ x et |Jnk | Ñ 0, on peut ensuite
trouver un entier k tel que |xnk ´ x| ď ε et |Jnk | ď ε. Alors Jnk Ď rxnk ´ ε, xnk ` εs Ď
rx´ 2ε, x` 2εs (compléter le dessin). Donc Jnk Ď Vx, ce qui contredit la définition des
Jn ! �

1.3. Une application : continuité uniforme.

Rappel. Soit I un intervalle de R. Une fonction f : I Ñ R est continue sur I si
elle est continue en tout point de I ; ce qui s’écrit comme suit avec des quantificateurs :

@x P I @ε ą 0 Dδ ą 0 dépendant de ε et de x tel que

@y P I vérifiant |y ´ x| ă δ, on a |fpyq ´ fpxq| ă ε.

Définition 1.5. Soit I un intervalle de R, et soit f : I Ñ R. On dit que f est
uniformément continue sur I si

‚ f est continue ;

‚ pour ε ą 0 donné, on peut prendre le même “δ de continuité” pour tous les x
de I.

Autrement dit :

@ε ą 0 Dδ ą 0 dépendant uniquement de ε tel que

@x, y P I vérifiant |y ´ x| ă δ, on a |fpyq ´ fpxq| ă ε.(˚)

Exemple. fptq :“ t est uniformément continue sur R, mais fptq “ t2 ne l’est pas.

Démonstration. Le fait que fptq “ t soit uniformément continue sur R est un
micro-exo. Pour fptq “ t2, on observe que si δ ą 0 est donné, alors

x :“
1

δ
et y :“ x`

δ

2
vérifient

|y ´ x| “
δ

2
ă δ et y2 ´ x2 “ xδ `

δ2

4
ě xδ “ 1.

Donc, pour ε :“ 1, il est impossible de trouver δ ą 0 tel que p˚q soit vérifiée. �

Le résultat suivant s’appelle le Théorème de Heine. On aura l’occasion de s’en
servir au Chapitre 4.
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Théorème 1.6. Si I “ ra, bs est un intervalle fermé borné, alors toute fonction
continue f : ra, bs Ñ R est uniformément continue.

Démonstration. Soit ε ą 0 : on cherche un δ ą 0 tel que p˚q soit vérifié.
Comme f est continue, pour chaque z P ra, bs on peut trouver un δz ą 0 tel que

|fpuq ´ fpzq| ă ε{2 pour tout u vérifiant |u´ z| ă δz.
Pour z P ra, bs, on pose Vz :“ sz ´ δz, z ` δzr. Alors

@x, y P Vz X ra, bs : |fpyq ´ fpxq| ď |fpxq ´ fpzq| ` |fpzq ´ fpyq| ă ε{2` ε{2 “ ε.

Par le Lemme de Lebesgue, il existe un δ ą 0 tel que tout intervalle J Ď ra, bs
vérifiant |J | ă δ est contenu dans un certain Vz. Montrons que δ vérifie p˚q.

Soit x P ra, bs quelconque, et soit y tel que |y ´ x| ă δ. Alors J :“ rx, ys (ou ry, xs
si y ă x) vérifie |J | ă δ. Donc J Ď Vz pour un certain z P ra, bs. En particulier x et y
sont dans Vz, et donc |fpyq ´ fpxq| ă ε. �

Pour faire bonne mesure, voici les grandes lignes d’une

Preuve directe du Théorème de Heine. Soit f : ra, bs Ñ R continue. Par l’absurde,
supposons que f ne soit pas uniformément continue. Alors (micro-exo) on peut trouver
ε ą 0 et deux suites pxnq, pynq Ď ra, bs telles que |yn´xn| ă 2´n et |fpynq´ fpxnq| ě ε
pour tout n P N. Quitte à extraire une sous-suite (Bolzano-Weierstrass), on peut
supposer que la suite pxnq converge, xn Ñ p P ra, bs. Alors yn Ñ p également car
|yn´xn| Ñ 0 (micro-exo) ; et comme |fpxnq´ fpynq| ne tend pas vers 0, cela contredit
la continuité de f au point p. �

2. Fonctions en escalier

Définition 2.1. Soit ra, bs Ď R, et soit ϕ : ra, bs Ñ R. On dit que la fonction ϕ
est en escalier sur ra, bs s’il existe une subdivision S “ ps0, . . . , sN q de ra, bs telle
que ϕ est constante sur chaque intervalle Ik “ ssk, sk`1r, 0 ď k ď N ´ 1. On dit alors
que la subdivision S est adaptée à ϕ.

a “ s0 s1 s2 s3 s4 sN´1 sN “ b

Une fonction en escalier
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Remarque 2.2. Par définition, une fonction en escalier ne prend qu’un nombre
fini de valeurs.

Remarque 2.3. Si une fonction ϕ est en escalier sur ra, bs, alors sa restriction à
tout tout sous-intervalle ru, vs Ď ra, bs est en escalier sur ru, vs.

Démonstration. Exo. �

Exemple 0. Toute fonction constante est en escalier !

Exemple 1. La fonction “partie entière” est en escalier sur tout intervalle ra, bs.
(Faire un dessin.)

Exemple 2. Soit I Ď ra, bs. La fonction indicatrice de I est la fonction notée 1I
définie par

1Iptq “

"

1 si t P I
0 si t R I

Si I est un intervalle, alors la fonction 1I est en escalier.

a b

1

I
0

Fonction indicatrice

Exemple 3. ϕptq :“ t n’est en escalier sur aucun intervalle ra, bs non trivial, car elle
prend une infinité de valeurs sur ra, bs. (Faire un dessin.)

Exercice 1. Soit E Ď ra, bs, et soit 1E la fonction indicatrice de E. Montrer que 1E
est en escalier sur ra, bs si et seulement si E est une réunion finie d’intervalles.

Exercice 2. Soit ϕ : ra, bs Ñ R une fonction en escalier. Montrer que si ϕ est
continue sur ra, bs, alors elle est constante.

Notation. On note Epra, bsqEpra, bsqEpra, bsq l’ensemble de toutes les fonctions en escalier sur ra, bs.

Lemme 2.4. Soit ϕ P Epra, bsq. Si S est une subdivision de ra, bs adaptée à ϕ, alors
toute subdivision S1 plus fine que S est adaptée à ϕ.

Démonstration. Écrivons S “ ps0, . . . , sN q et S1 “ ps10, . . . , s
1
M q.

Fait. Chaque intervalle ss1l, s
1
l`1r est contenu dans un intervalle ssk, sk`1r.
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Preuve du Fait. L’intervalle ss1l, s
1
l`1r ne contient aucun point de S1, donc aucun

point de S puisque S1 ľ S. Donc, si on note k0 le plus grand k tel que sk ď s1l, on a
forcément sk0`1 ě s1l`1, et donc ss1l, s

1
l`1rĎ ssk, sk`1r.

sk0 s1l s1l`1 sk0`1

�

La preuve du lemme est maintenant immédiate : par hypothèse, ϕ est constante
sur ssk, sk`1r pour k “ 0, . . . , N ´ 1, et d’après le Fait, chaque intervalle ss1l, s

1
l`1r est

contenu dans un certain ssk, sk`1r ; donc ϕ est constante sur chaque ss1l, s
1
l`1r, et donc

S1 est adaptée à ϕ. �

Corollaire 2.5. Si ϕ1, . . . , ϕd P Epra, bsq, il existe une subdivision S de ra, bs qui
est adaptée à toutes les ϕi.

Démonstration. Pour i “ 1, . . . , d, soit Si une subdivision adaptée à ϕi ; et soit S la
subdivision obtenue en prenant les points de toutes les subdivisions S1, . . . , Sd. Alors
S ľ Si pour tout i, donc S est adaptée à chaque ϕi par le lemme. �

Corollaire 2.6. Si ϕ1, . . . , ϕd P Epra, bsq et si F : Rd Ñ R est une fonction
quelconque, alors la fonction Φ définie par Φptq “ F pϕ1ptq, . . . , ϕdptqq est en escalier.

Démonstration. Soit S “ ps0, . . . , sN q une subdivision adaptée à toutes les ϕi. Pour
k “ 0, . . . , N , toutes les ϕi sont constantes sur ssk, sk`1r ; donc Φ aussi par définition.
Donc Φ P Epra, bsq et S est adaptée à Φ. �

Corollaire 2.7. Si ϕ et ψ sont des fonctions en escalier et si λ P R, alors les
fonctions ϕ` ψ, λϕ, ϕψ et |ϕ| sont en escalier.

Démonstration. On a pϕ ` ψqptq “ F pϕptq, ψptqq, où F : R2 Ñ R est définie
par F pu, vq “ u ` v ; donc ϕ ` ψ est en escalier par le corollaire précédent. Même
raisonnement pour cϕ, ϕψ et |ϕ| (exo). �

Exercice. Montrer qu’une fonction ϕ : ra, bs Ñ R est en escalier si et seulement
si elle est de la forme

ϕ “
M
ÿ

j“1

λj 1Ij ,

où les Ij sont des intervalles (et les λj sont des constantes).

3. Fonctions réglées

Définition 3.1. Soit ra, bs Ď R, et soit f : ra, bs Ñ R. On dit que la fonction f
est réglée sir f admet une limite à gauche et à droite en tout point x P sa, br ;r f admet une limite à droite en a et une limite à gauche en b.

Exemple 1. Toute fonction continue est réglée ( !)

Exemple 2. Toute fonction monotone est réglée.

Exemple 3. Toute fonction en escalier est réglée.
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Exemple 4. Soit f : r0, 1s Ñ R définie par fp0q “ 0 et fpxq “ sinp1{xq pour
0 ă x ď 1. Alors f n’est pas réglée car elle ne possède pas de limite à droite en 0 (exo).

Théorème 3.2. Toute fonction réglé peut être “approchée” par des fonctions en
escalier. De façon précise : si f : ra, bs Ñ R est une fonction réglée, alors, pour tout
ε ą 0, on peut trouver une fonction θ P Epra, bsq telle que

@t P ra, bs : |θptq ´ fptq| ď ε.

Exemple. Faire un dessin pour fptq “ t.

Preuve du Théorème 3.2. Supposons f réglée, et fixons ε ą 0.
On note fpx`q et fpx´q les limites à droite et à gauche de f en un point x P ra, bs.

(Pour simplifier la rédaction, on pose fpa´q “ fpaq et fpb`q “ fpbq.)
Par définition, pour tout x P ra, bs, on peut trouver δ´x , δ

`
x ą 0 tels que

(˚)

"

|fptq ´ fpx´q| ă ε pour tout t P ra, bs vérifiant x´ δ´x ă t ă x,
|fptq ´ fpx`q| ă ε pour tout t P ra, bs vérifiant x ă t ă x` δ`x .

On pose alors Vx “ sx´ δ
´
x , x` δ

`
x r. Ainsi, p˚q devient

(˚˚)

"

|fptq ´ fpx´q| ă ε pour tout t P Vx X ra, bs tel que t ă x,
|fptq ´ fpx`q| ă ε pour tout t P Vx X ra, bs tel que t ą x.

Par le Lemme de Cousin, il existe une subdivision S “ ps0, . . . , sN q de ra, bs telle
que, pour tout k P J0, N´1K, on a rsk, sk`1s Ď Vxk pour un certain point xk P rsk, sk`1s.

Soit alors θ : ra, bs Ñ R la fonction définie comme suit :

θptq :“

$

&

%

fptq si t est un sk ou un xk,
fpx´k q si sk ă t ă xk pour un certain k,
fpx`k q si xk ă t ă sk`1 pour un certain k.

La fonction θ est en escalier (micro-exo) ; et elle convient par définition. En effet :
si t P ra, bs, alors ou bien t est un sk ou un tk, auquel cas θptq “ fptq ; ou bien
sk ă t ă xk ou xk ă t ă sk`1 pour un certain k, auquel cas t P Vxk et (˚˚) donne
|fptq ´ θptq| ă ε. �

Remarque 3.3. On peut montrer que la réciproque de la proposition est vraie :
si une fonction f peut être approchée au sens précédent par des fonctions en escalier,
alors f est réglée.





Chapitre 2

Intégrale sur un segment : théorie “minimale”

1. Intégrale des fonctions en escalier

Notation. Soit ϕ : ra, bs Ñ R une fonction en escalier, et soit S “ ps0, . . . , sN q
une subdivision adaptée à ϕ. Pour k “ 0, . . . , N ´ 1, on note Ik l’intervalle ssk, sk`1r

et αk la valeur constante de ϕ sur Ik :

ϕptq ” αk sur Ik “ ssk, sk`1r, 0 ď k ď N ´ 1.

Avec ces notations, on pose

Ipϕ, Sq :“
N´1
ÿ

k“0

αk |Ik| “
N´1
ÿ

k“0

αk psk`1 ´ skq.

Lemme 1.1. Si ϕ P Epra, bsq, alors Ipϕ, Sq ne dépend que de ϕ, et pas de la subdi-
vision S de ra, bs adaptées à ϕ.

Preuve “géométrique”. Soit S “ ps0, . . . , sN q une subdivision adaptée à ϕ :

ϕptq ” αk sur Ik “ ssk, sk`1r, 0 ď k ď N ´ 1.

Faire un dessin !

En notant Rk le rectangle basé sur Ik et de “hauteur” αk, on a

αk |Ik| “

"

airepRkq si αk ě 0,
´airepRkq si αk ă 0.

Donc

Ipϕ, Sq “
ÿ

tk; αkě0u

airepRkq ´
ÿ

tk; αkă0u

airepRkq “ A`pϕq ´A´pϕq,

où A`pϕq est l’aire de la partie du plan située au dessus de l’axe des abscisses et en
dessous du graphe de ϕ, et A´pϕq est l’aire de la partie du plan située en dessous de
l’axe des abscisses et au dessus du graphe de ϕ. Et ceci ne dépend pas de la subdivision
S. �

Exercice. Cette preuve est “malhonnête”. Pourquoi ?

Preuve “analytique”. Soient S et S1 deux subdivisions adpatées à ϕ : on veut mon-
trer que IpS, ϕq “ IpS1, ϕq.

Écrivons S “ ps0, . . . , sN q et S1 “ ps10, . . . , S
1
M q, de sorte qu’il existe des constantes

α0, . . . , αN´1, α
1
0, . . . , α

1
M´1 telles que

ϕptq ” αk sur Ik “ ssk, sk`1r, 0 ď k ď N ´ 1,

ϕptq ” α1l sur I 1l “ ss
1
l, s
1
l`1r, 0 ď l ďM ´ 1.

13



14 2. INTÉGRALE SUR UN SEGMENT : THÉORIE “MINIMALE”

Fait 1. Si k P J0, N ´1K, alors |Ik| “
řM´1
l“0 |IkXI

1
l | ; et de même, si l P J0,M ´1K,

alors |I 1l | “
řN´1
k“0 |I

1
l X Ik|.

Preuve du Fait 1. Les Ik X I
1
l non vides déterminent un découpage de Ik (faire un

dessin). Donc

|Ik| “
ÿ

tl; I 1lXIk‰Hu

|Ik X I
1
l |

“

N´1
ÿ

l“0

|Ik X I
1
l | car |Ik X I

1
l | “ 0 si Ik X I

1
l “ H.

�

Fait 2. Pour tout k P J0, N ´ 1K et pour tout l P J0,M ´ 1K, on a

(˚) αk|Ik X I
1
l | “ α1l|I

1
l X Ik|.

Preuve du Fait 2. Si Ik X I
1
l “ H, c’est évident car |Ik X I

1
l | “ 0. Si Ik X I

1
l ‰ H et

si on choisit t0 P Ik X I
1
l , alors αk “ ϕpt0q “ α1l ; donc (˚) est vraie aussi. �

Montrons maintenant que Ipϕ, Sq “ Ipϕ, S1q. On a

Ipϕ, Sq “
N´1
ÿ

k“0

αk |Ik|

“

N´1
ÿ

k“0

αk

´

M´1
ÿ

l“0

|Ik X I
1
l |

¯

par le Fait 1

“

M´1
ÿ

l“0

N´1
ÿ

k“0

αk |Ik X I
1
l | (interversion de sommes)

“

M´1
ÿ

l“0

N´1
ÿ

k“0

α1l |I
1
l X Ik| par le Fait 2

“

M´1
ÿ

l“0

α1l

´

N´1
ÿ

k“0

|I 1l X Ik|
¯

“

M´1
ÿ

l“0

α1l |I
1
l | par le Fait 1

“ Ipϕ, S1q.

�

Définition 1.2. Si ϕ P Epra, bsq, on pose
şb
a ϕ :“ Ipϕ, Sq, où S est n’importe quelle

subdivision de ra, bs adaptée à ϕ. On dit que
şb
a ϕ est l’intégrale de ϕ sur ra, bs.

Redite. Si S “ ps0, . . . , sN q, et si ϕptq ” αk sur Ik “ ssk, sk`1r pour k “ 0, . . . , N´
1, alors

ż b

a
ϕ “

N´1
ÿ

k“0

αk |Ik| “
N´1
ÿ

k“0

αk psk`1 ´ skq.
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Autres notations. Au lieu de
şb
a ϕ, on peut écrire

ş

ra,bs ϕ, ou bien
şb
a ϕptq dt,

şb
a ϕpxq dx,

şb
a ϕpuq du, ... (la variable d’intégration est “muette”), ou bien

ş

ra,bs ϕptq dt,
ş

ra,bs ϕpxq dx,
ş

ra,bs ϕpuq du ...

Exemple important. Si ϕ est constante sur ra, bs, ϕptq ”M , alors
ż b

a
M “M ˆ pb´ aq.

Exemple idiot. Si a “ b, on a
şa
a ϕ “ 0.

Signification géométrique. La preuve “géométrique” du Lemme 1.1 a montré

que si ϕ P Epra, bsq, alors
şb
a ϕ est l’aire algébrique déterminée par le graphe de ϕ

(entre a et b).

a “ s0 s1 s2 s3 s4 s5 sN´1 sN “ b

şb
a ϕ “ aire verte´ aire jaune

Exercice. Soit ϕ P Epra, bsq, et soit rϕ : ra, bs Ñ R. Montrer que si l’ensemble

tt P ra, bs; rϕptq ‰ ϕptqu est fini, alors rϕ P Epra, bsq et
şb
a rϕ “

şb
a ϕ.

Proposition 1.3. L’intégrale des fonctions en escalier possède les propriétés sui-
vantes.

(1) Positivité. Si ϕ P Epra, bsq et ϕ ě 0, alors
şb
a ϕ ě 0.

(2) Linéarité. Si ϕ,ψ P Epra, bsq et λ P R, alors
ż b

a
pϕ` ψq “

ż b

a
ϕ`

ż b

a
ψ et

ż b

a
pλϕq “ λ

ż b

a
ϕ.

(3) Additivité. Si ϕ P Epra, bsq et si a ď u ď b, alors
ż b

a
ϕ “

ż u

a
ϕ`

ż b

u
ϕ (relation de Chasles).
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Remarque. Dans (3), on tient pour acquis le fait que si ϕ est en escalier sur ra, bs,
alors ses restrictions aux intervalles ra, us et ru, bs sont en escalier (Exercice 2.3 du

Chapitre 1). Par ailleurs, on devrait en fait écrire
şu
a ϕ|ra,us `

şb
u ϕ|ru,bs ; mais on ne le

fait pas, pour ne pas alourdir les notations.

Preuve de la proposition. (1) est évident (micro-exo).

(2) Soit S “ ps0, . . . , sN q une subdivision adaptée à ϕ et à ψ :

ϕptq ” αk et ψptq ” βk sur Ik “ ssk, sk`1r pour k “ 0, . . . , N ´ 1.

Alors S est adaptée à ϕ` ψ et ϕ` ψ ” αk ` βk sur chaque intervalle Ik ; donc

ż b

a
pϕ` ψq “

ÿ

N´1
k“0 pαk ` βkq |Ik| “

N´1
ÿ

k“0

αk |Ik| `
N´1
ÿ

k“0

βk |Ik| “

ż b

a
ϕ`

ż b

a
ψ.

La preuve pour
şb
apλϕq est laissée en exo.

(3) Soit S “ ps0, . . . , sN q une subdivision adaptée à ϕ,

ϕptq ” αk sur Ik “ ssk, sk`1r pour k “ 0, . . . , N ´ 1.

Quitte à rajouter le point u à S, on peut supposer que u fait partie de S, disons u “ sk0 .
Alors ps0, . . . , sk0q est une subdivision de ra, us adaptée à ϕ|ra,us, et psk0 , . . . , sN q est
une subdivision de ru, bs adaptée à ϕ|ru,bs. Donc

ż u

a
ϕ`

ż b

u
ϕ “

k0´1
ÿ

k“0

αk |Ik| `
N´1
ÿ

k“k0

αk |Ik|

“

N´1
ÿ

k“0

αk |Ik|

“

ż b

a
ϕ.

�

Corollaire 1.4. L’intégrale est croissante : si ϕ,ψ P Epra, bsq et si ϕ ď ψ (i.e.

ϕptq ď ψptq pour tout t P ra, bs), alors
şb
a ϕ ď

şb
a ψ.

Démonstration. On a ψ “ ϕ` pψ ´ ϕq et ψ ´ ϕ ě 0. Comme ψ ´ ϕ P Epra, bsq, on
en déduit, par linéarité et positivité :

ż b

a
ψ “

ż b

a
ϕ`

ż b

a
pψ ´ ϕq ě

ż b

a
ϕ.

�

Corollaire 1.5. Si ϕ P Epra, bsq et ϕ ě 0 sur ra, bs, alors
şv
u ϕ ď

şb
a ϕ pour tout

sous-intervalle ru, vs Ď ra, bs.

Démonstration. Par Chasles et positivité :
ż b

a
ϕ “

ż u

a
ϕ`

ż v

u
ϕ`

ż b

v
ϕ ě

ż v

u
ϕ.

�
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2. Fonctions intégrables au sens de Riemann

2.1. Définitions.

Notation. Si f et g sont des fonctions sur ra, bs, à valeurs réelles, on écrira f ď g
pour signifier que fptq ď gptq pour tout t P ra, bs :

f ď g ðñ @t P ra, bs : fptq ď gptq.

Rappel. Une fonction f : ra, bs Ñ R est dite bornée s’il existe une constante M
telle que

@t P ra, bs : |fptq| ďM.

Point clé : M ne doit pas dépendre de t P ra, bs.

Reformulation. Une fonction f : ra, bs Ñ R est bornée si et seulement si il existe
deux constantes C1 et C2 telles que

C1 ď fptq ď C2 pour tout t P ra, bs.

Démonstration. Exo. �

Exemple 1. Toute fonction en escalier est bornée.

Démonstration. Si ϕ P Epra, bsq, alors ϕ ne prend qu’un nombre fini de valeurs. En
notant C1 la plus petite de ces valeurs et C2 la plus grande, on a C1 ď ϕptq ď C2 pour
tout t P ra, bs. �

Exemple 2. Toute fonction continue f : ra, bs Ñ R est bornée.

Démonstration. C’est un théorème connu (et non trivial). �

Exemple 3. Toute fonction monotone f : ra, bs Ñ R est bornée.

Démonstration. Si par exemple f est croissante, alors fpaq ď fptq ď fpbq pour tout
t P ra, bs. �

Exemple 4. Soit α ą 0. La fonction f : r0, 1s Ñ R définie par fp0q “ 6 et fptq “
1{tα pour 0 ă t ď 1 n’est pas bornée, car fptq Ñ 8 quand tÑ 0`.

Exercice 2.1. En utilisant le Théorème 3.2 du Chapitre 1, montrer que toute
fonction réglée f : ra, bs Ñ R est bornée.

Remarque. Si f : ra, bs Ñ R est bornée, alorsr l’ensemble Ipfq “
!

şb
a ϕ; ϕ P Epra, bsq , ϕ ď f

)

est non vide et majoré ;

r l’ensemble Ipfq “
!

şb
a ϕ; ψ P Epra, bsq , ψ ě f

)

est non vide et minoré

Démonstration. Soient C1 et C2 deux constantes telles que C1 ď f ď C2. La
fonction constante ϕ “ C1 est en escalier ( !) et vérifie ϕ ě f , donc l’ensemble Ipfq est

non vide. Si ϕ P Epra, bsq vérifie ϕ ď f , alors ϕ ď C2 et donc
şb
a ϕ ď

şb
aC2 “ C2pb´ aq,

qui est une constante indépendante de ϕ. Donc Ipfq est majoré par C2pb ´ aq. On
montre de même que Ipfq est non vide et minoré par C1pb´ aq. �
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Définition 2.2. Pour toute fonction bornée f : ra, bs Ñ R, on pose
ż b

a
f :“ sup

!

ż b

a
ϕ; ϕ P Epra, bsq , ϕ ď f

)

et
ż b

a
f :“ inf

!

ż b

a
ϕ; ψ P Epra, bsq , ψ ě f

)

.

On dit que
şb
a f est l’intégrale inférieure de f sur ra, bs, et que

şb
a f est l’intégrale

supérieure de f sur ra, bs.

Fait 2.3. On a toujours
şb
a f ď

şb
a f . Plus précisément :

(˚)
ż b

a
ϕ ď

ż b

a
f ď

ż b

a
f ď

ż b

a
ψ pour toutes ϕ,ψ P Epra, bsq vérifiant ϕ ď f ď ψ.

Démonstration. Par croissance de l’intégrale des fonctions en escalier, si ϕ,ψ P

Epra, bsq vérifient ϕ ď f ď ψ, alors
şb
a ϕ ď

şb
a ψ. En fixant ψ et en prenant le “sup en

ϕ”, on en déduit
şb
a f ď

şb
a ψ pour toute ψ P Epra, bsq telle que ψ ě f ; d’où

şb
a f ď

şb
a f

en prenant maintenant l’“inf en ψ”.
�

Fait 2.4. Si f : ra, bs Ñ R est en escalier, alors
şb
a f “

şb
a f “

şb
a f .

Démonstration. On peut prendre ϕ “ f “ ψ dans p˚q. �

Définition 2.5. Soit f : ra, bs Ñ R. On dit que f est intégrable au sens de

Riemann sur ra, bs si f est bornée et si on a
şb
a f “

şb
a f . Dans ce cas, on note

şb
a f

cette valeur commune, et on dit que
şb
a f est l’intégrale de f sur ra, bs. On a ainsi

ż b

a
f “

ż b

a
f “

ż b

a
f.

Autres notations. Au lieu de
şb
a f , on peut écrire

ş

ra,bs f ; ou bien
şb
a fptq dt,

şb
a fpxq dx,

şb
a fpuqdu ... ; ou bien

ş

ra,bs fptq dt,
ş

ra,bs fpxq dx,
ş

ra,bs fpuq du ...

Remarque 1. Au lieu de “intégrable au sens de Riemann”, on écrira souvent “(R)-
intégrable”, ou même seulement “intégrable”.

Remarque 2. Toute fonction en escalier est intégrable au sens de Riemann.

Démonstration. C’est le Fait 2.4. �

Remarque idiote. Si a “ b, alors toute fonction f : ra, as Ñ R est intégrable sur
ra, as, avec

şa
a f “ 0.

Interprétation géométrique. Si une fonction f : ra, bs Ñ R est intégrable

sur ra, bs, alors
şb
a f s’interprète comme l’“aire algébrique déterminée par le graphe de

f” (entre a et b). C’est une intuition utile, qui permet parfois de deviner la valeur
d’une intégrale sans faire aucun calcul ; mais cela ne peut pas constituer une fondation
rigoureuse de la théorie, car on n’a pas donné de définition précise de ce qu’est l’aire
d’une partie “quelconque” du plan.
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a b

şb
a f “ aire verte´ aire jaune

Exercice 2.6. Utiliser l’interprétation géométrique de l’intégrale pour calculer
şb
a t dt. (Distinguer les cas “a et b de même signe” et “a ă 0 ă b”.)

2.2. Exemples et contre-exemples. Le théorème suivant donne une vaste classe
de fonctions intégrables.

Théorème 2.7. Toute fonction réglée f : ra, bs Ñ R est intégrable au sens de
Riemann sur ra, bs. En particulier :r toute fonction continue sur ra, bs est (R)-intégrable sur ra, bs ;r toute fonction monotone sur ra, bs est (R)-intégrable sur ra, bs.

Démonstration. Soit f : ra, bs Ñ R une fonction réglée. D’après l’Exercice 2.1, on

sait déjà que f est bornée. Il s’agit de voir que
şb
a f “

şb
a f .

Soit ε ą 0 quelconque. Comme f est réglée, on sait qu’on peut trouver une fonction
en escalier θ telle que

@t P ra, bs : |θptq ´ fptq| ď ε.

On a alors

θ ´ ε
loomoon

ϕ

ď f ď θ ` ε
loomoon

ψ

.

Comme les fonctions ϕ et ψ sont en escalier, on en déduit que
ż b

a
pθ ´ εq ď

ż b

a
f ď

ż b

a
f ď

ż b

a
pθ ` εq.
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Donc

0 ď

ż b

a
f ´

ż b

a
f ď

ż b

a
pθ ` εq ´

ż b

a
pθ ´ εq “

ż b

a
2ε “ 2εpb´ aq.

Ceci étant vrai pour tout ε ą 0, on a donc
şb
a f “

şb
a f . �

Contre-exemple 1. Soit α ą 0, et soit f : r0, 1s Ñ R définie par fp0q “ 6 et
fptq “ 1{tα pour 0 ă t ď 1. Alors f n’est pas (R)-intégrable sur r0, 1s, car elle n’est
pas bornée.

Contre-exemple 2. Soit 1Q : R Ñ R la fonction fonction indicatrice des
rationnels, qui est définie par

1Qptq “

"

1 si t P Q
0 si t R Q

Alors 1Q n’est (R)-intégrable sur aucun intervalle ra, bs non trivial.

Démonstration. Soit ϕ : ra, bs Ñ R une fonction en escalier quelconque telle que
ϕ ď 1Q sur ra, bs, et soit S “ ps0, . . . , sN q une subdivision adaptée à ϕ,

ϕptq ” αk sur Ik “ ssk, sk`1r.

Pour tout k P J0, N ´ 1K, l’intervalle ouvert Ik contient au moins un irrationnel tk. On
a donc αk “ ϕptkq ď 1Qptkq “ 0, pour k “ 0, . . . , N ´ 1 ; et donc

ż b

a
ϕ “

N´1
ÿ

k“0

αk |Ik| ď 0ˆ
N´1
ÿ

k“0

|Ik| “ 0ˆ pb´ aq “ 0.

Ceci étant vrai pour toute ϕ P Epra, bsq vérifiant ϕ ď 1Q, on en déduit que
ż b

a
1Q ď 0ˆ pb´ aq “ 0.

En utilisant le fait que tout intervalle ouvert I ‰ H contient au moins un rationnel,
on montre de la même façon (exo) que

ż b

a
1Q ě 1ˆ pb´ aq “ b´ a.

Donc
şb
a 1Q ‰

şb
a 1Q puisque a ă b. �

2.3. Reformulations de la définition.

Lemme 2.8. Pour une fonction f : ra, bs Ñ R, les propriétés suivantes sont
équivalentes.

(1) f est pRq-intégrable sur ra, bs.

(2) Pour tout ε ą 0, on peut trouver deux fonctions en escalier ϕ et ψ telles que

ϕ ď f ď ψ et

ż b

a
pψ ´ ϕq ď ε.

(3) Il existe deux suites pϕnq et pψnq de fonctions en escalier telles que

ϕn ď f ď ψn pour tout n P N et

ż b

a
pψn ´ ϕnq

nÑ8
ÝÝÝÑ 0.
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De plus, si pϕnq et pψnq sont comme dans (3), on a
ż b

a
fptq dt “ lim

nÑ8

ż b

a
ϕn “ lim

nÑ8

ż b

a
ψn.

Démonstration. p1q ùñ p2q. Supposons que f soit (R)-intégrable sur ra, bs, et

fixons ε ą 0. Par définition de
şb
a f , le nombre

şb
a f ´ ε{2 n’est pas un majorant de

l’ensemble
 şb
a ϕ; ϕ P Epra, bsq , ϕ ď f

(

; autrement dit, on peut trouver ϕ P Epra, bsq
telle que

ϕ ď f et

ż b

a
ϕ ą

ż b

a
f ´ ε{2.

De même, on peut trouver ψ P Epra, bsq telle que

ψ ě f et

ż b

a
ψ ă

ż b

a
f ` ε{2.

Comme
şb
a f “

şb
a f “

şb
a f (par hypothèse sur f), on a alors

ż b

a
pψ ´ ϕq “

ż b

a
ψ ´

ż b

a
ϕ ď

ˆ
ż b

a
f ` ε{2

˙

´

ˆ
ż b

a
f ´ ε{2

˙

“ 2ε{2 “ ε;

et donc (2) est vérifiée puisque ϕ ď f ď ψ.

p2q ùñ p3q. Supposons (2) vérifiée. Alors, pour tout n P N, on peut trouver des
fonctions en escalier ϕn et ψn telles que

ϕn ď f ď ψn et

ż b

a
pψn ´ ϕnq ď εn :“ 2´n.

Donc (3) est vérifiée.

p3q ùñ p1q. Soient pϕnq et pψnq vérifiant (3). Comme ϕ0 ď f ď ψ0 et comme
les fonctions ϕ0 et ψ0 sont bornées, on voit que f est bornée (micro-exo). Pour tout
n P N, on a

ż b

a
ϕn ď

ż b

a
f ď

ż b

a
f ď

ż b

a
ψn.

Comme
şb
a ψn ´

şb
a ϕn “

şb
apψn ´ ϕnq Ñ 0, on en déduit (exo) que

şb
a f “

ş b
a f et que

les deux suite
`şb
a ϕn

˘

et
`şb
a ψn

˘

convergent toutes les deux vers
şb
a f “

ş b
a f . Donc f

est (R)-intégrable sur ra, bs et
şb
a fptq dt “ limnÑ8

şb
a ϕn “ limnÑ8

şb
a ψn. �

Remarque 1. Si pϕnq et pψnq sont comme dans (3), on dit que la suite pϕn, ψnq est
une suite approximante pour f .

Remarque 2. Si f est (R)-intégrable sur ra, bs et si C1 et C2 sont deux constantes
telles que C1 ď f ď C2, alors on peut trouver une suite approximante pϕn, ψnq pour f
telle que C1 ď ϕn ď f ď ψn ď C2. De même, pour ε ą 0 donné, les fonctions ϕ et ψ
de (2) peuvent être choisies telles que C1 ď ϕ ď f ď ψ ď C2.

Démonstration. Soit pĂϕn,Ăψnq une suite approximante quelconque pour f . Si on

pose ϕn “ maxpC1,Ăϕnptqq et ψnptq “ minpC2,Ăψnptqq, alors C1 ď ϕn ď f ď ψn ď C2.

De plus, ψn´ϕn ď Ăψn´Ăϕn car ψn ď Ăψn et ϕn ě Ăϕn, donc
şb
apψn´ϕnq ď

şb
ap
Ăψn´Ăϕnq

et donc
şb
apψn´ϕnq Ñ 0. Ainsi, la suite pϕn, ψnq convient. Même preuve pour la 2ème

partie de la remarque. �
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Voici une variante du Lemme 2.8 qui a également son utilité.

Lemme 2.9. Une fonction bornée f : ra, bs Ñ R est (R)-intégrable sur ra, bs si et
seulement si la propriété suivante est satisfaite :

(2’) Pour tout ε ą 0, on peut trouver deux fonctions en escalier θ et e telles que

|θ ´ f | ď e et

ż b

a
e ď ε.

De plus, si M est une constante telle que |f | ď M , alors on peut imposer que la
fonction θ de (2’) vérifie également |θ| ďM .

Démonstration. Supposons f intégrable, et soit ε ą 0. Par le Lemme 2.8, on peut

trouver ϕ,ψ P Epra, bsq telles que ϕ ď f ď ψ et
şb
apψ´ϕq ď ε. Alors |ϕ´ f | ď ψ´ϕ et

şb
apψ ´ ϕq ď ε, donc (2’) est satisfaite avec θ :“ ϕ et e :“ ψ ´ ϕ. De plus, si |f | ď M ,

i.e. ´M ď f ď M , on a vu (Remarque 2 après le Lemme 2.8) qu’on peut imposer à
θ “ ϕ de vérifier également ´M ď θ ďM , i.e. |θ| ďM .

Inversement, supposons (2’) vérifiée. Soit ε ą 0 quelconque. Par (2’), on peut

trouver θ, e P Epra, bsq telles que |θ ´ f | ď e et
şb
a e ď ε{2. Alors

θ ´ e
loomoon

ϕ

ď f ď θ ` e
loomoon

ψ

et

ż b

a
pψ ´ ϕq “

ż b

a
2e ď 2ε{2 “ ε.

Donc f est intégrable sur ra, bs d’après le Lemme 2.8. �

Exercice. Utiliser le Lemme 2.9 pour montrer que toute fonction réglée f : ra, bs Ñ
R est intégrable au sens de Riemann sur ra, bs.

2.4. Propriétés de l’intégrale.

Notation. On note Rpra, bsq l’ensemble de toutes les fonctions f : ra, bs Ñ R
intégrables au sens de Riemann sur ra, bs.

Théorème 2.10. L’intégrale possède les propriétés suivantes.

(1) Positivité. Si f P Rpra, bsq et si f ě 0, alors
şb
a f ě 0.

(2) Linéarité. Si f, g P Rpra, bsq et λ P R, alors f ` g et λf sont intégrables,

avec
şb
apf ` gq “

şb
a f `

şb
a g et

şb
apλfq “ λ

şb
a f .

(3) Additivité. Soit u tel que a ď u ď b, et soit f : ra, bs Ñ R. Alors f est
intégrable sur ra, bs si et seulement si elle est intégrable sur ra, us et sur ru, bs,

et dans ce cas on a
şb
a f “

şu
a f `

şb
u f (relation de Chasles).

Démonstration. (1) C’est évident : si f ě 0, alors
şb
a f “

şb
a f ě

şb
a 0 “ 0 puisque 0

est une fonction en escalier minorant f .

(2) (i) Montrons que f ` g P Rpra, bsq et
şb
apf ` gq “

şb
a f `

şb
a g. Soit pϕn,1, ψn,1q

une suite approximante pour f , et pϕn,2, ψn,2q une suite approximante pour g. Si on
pose

ϕn :“ ϕn,1 ` ϕn,2 et ψn :“ ψn,1 ` ψn,2,

alors

ϕn ď f ` g ď ψn pour tout n P N;
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et par linéarité de l’intégrale pour les fonctions en escalier :
ż b

a
pψn ´ ϕnq “

ż b

a

`

pψn,1 ´ ϕn,1q ` pψn,2 ´ ϕn,2q
˘

“

ż b

a
pψn,1 ´ ϕn,1q `

ż b

a
pψn,2 ´ ϕn,2q

nÑ8
ÝÝÝÑ 0.

Par le Lemme 2.8, on en déduit que f ` g est (R)-intégrable sur ra, bs et que pϕn, ψnq
est une suite approximante pour f ` g. De plus,

ż b

a
pf ` gq “ lim

nÑ8

ż b

a
ϕn

“ lim
nÑ8

ż b

a
pϕn,1 ` ϕn,2q

“ lim
nÑ8

ˆ
ż b

a
ϕn,1 `

ż b

a
ϕn,2

˙

par linéarité de
şb
a sur Epra, bsq

“

ż b

a
f `

ż b

a
g puisque

şb
a ϕn,1 Ñ

şb
a f et

şb
a ϕn,2 Ñ

şb
a g.

(ii) On montre de même que si f P Rpra, bsq et λ P R, alors λf P Rpra, bsq avec
şb
apλfq “ λ

şb
a f . Les détails sont laissés en exo. (Ce n’est pas totalement immédiat : Il

faut distinguer les cas λ ě 0 et λ ă 0.)

(3) Supposons que f soit (R)-intégrable sur ra, bs, et soit pϕn, ψnq une suite ap-
proximante pour f . Alors les ϕn et les ψn sont en escalier sur ra, us, avec ϕn ď

f ď ψn sur ra, us. De plus
şu
apψn ´ ϕnq ď

şb
apψn ´ ϕnq car ψn ´ ϕn ě 0, donc

şu
apψn ´ ϕnq Ñ 0. Par le Lemme 2.8, on en déduit que f est (R)-intégrable sur ra, us,

avec
şu
a f “ limnÑ8

şu
a ϕn “ limnÑ8

şu
a ψn. De même, f est (R)-intégrable sur ru, bs

avec
şb
u f “ limnÑ8

şb
u ϕn “ limnÑ8

şb
u ψn. Enfin,

ż u

a
f `

ż b

u
f “ lim

nÑ8

ż u

a
ϕn ` lim

nÑ8

ż b

u
ϕn

“ lim
nÑ8

ˆ
ż u

a
ϕn `

ż b

u
ϕn

˙

“ lim
nÑ8

ż b

a
ϕn par Chasles pour Epra, bsq

“

ż b

a
f.

Inversement, supposons que f soit intégrable sur ra, us et sur ru, bs. Soit pϕn,1, ψn,1q
une suite approximante pour f sur ra, us et pϕn,2, ψn,2q une suite approximante pour
f sur ru, bs :

"

ϕn,1 ď f ď ψn,1 sur ra, us et
şu
apψn,1 ´ ϕn,1q Ñ 0

ϕn,2 ď f ď ψn,2 sur ru, bs et
şb
upψn,2 ´ ϕn,2q Ñ 0

Pour n P N, soient ϕn, ψn : ra, bs Ñ R les fonctions définies par
"

ϕn “ ϕn,1 sur ra, us et ϕn “ ϕn,2 sur su, bs
ψn “ ψn,1 sur ra, us et ψn “ ψn,2 sur su, bs
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Les fonctions ϕn et ψn sont en escalier (micro-exo), et on a ϕn ď f ď ψn sur ra, bs par
définition. De plus

ż b

a
pψn ´ ϕnq “

ż u

a
pψn ´ ϕnq `

ż b

u
pψn ´ ϕnq par Chasles pour Epra, bsq

“

ż u

a
pψn,1 ´ ϕn,1q `

ż b

u
pψn,2 ´ ϕn,2q par définition de ϕn et ψn

nÑ8
ÝÝÝÑ 0.

Donc f est (R)-intégrable sur ra, bs et pϕn, ψnq est une suite approximante pour f . �

Remarque. La propriété (2) signifie que Rpra, bsq est un espace vectoriel et que

l’application f ÞÑ
şb
a f est une forme linéaire sur Rpra, bsq.

Corollaire 2.11. L’intégrale est croissante : si f, g P Rpra, bsq et f ď g, alors
şb
a f ď

şb
a g.

Démonstration. Identique à celle donnée pour les fonctions en escalier (cf Corol-
laire 1.4). �

Corollaire 2.12. Si f P Rpra, bsq, alors la fonction |f | est (R)-intégrable sur
ra, bs, et on a

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a
fptq dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż b

a
|fptq| dt.

Démonstration. (i) Intégrabilité de |f |. Soit ε ą 0 donné. Comme f est (R)-
intégrable sur ra, bs, le Lemme 2.9 permet de trouver deux fonctions θ0, e P Epra, bsq
telles que

|θ0 ´ f | ď e et

ż b

a
e ď ε.

D’après l’inégalité triangulaire, on a
ˇ

ˇ|f | ´ |θ0|
ˇ

ˇ ď |f ´ θ0| ; donc

ˇ

ˇ|θ0| ´ |f |
ˇ

ˇ ď e et

ż b

a
e ď ε.

Comme θ :“ |θ0| P Epra, bsq, on en déduit que |f | est (R)-intégrable sur ra, bs d’après
le Lemme 2.9.

(ii) Majoration. Comme ´|f | ď f ď |f |, on a (par croissance et linéarité)

´

ż b

a
|f | “

ż b

a
p´|f |q ď

ż b

a
f ď

ż b

a
|f |;

d’où le résultat. �

Corollaire 2.13. Si f est intégrable sur ra, bs et si M est une constante telle que

@t P ra, bs : |fptq| ďM , alors
ˇ

ˇ

ˇ

şb
a fptq dt

ˇ

ˇ

ˇ
ďMpb´ aq.

Démonstration. On a
ˇ

ˇ

ˇ

şb
a fptq dt

ˇ

ˇ

ˇ
ď

şb
a |fptq| dt ď

şb
aM “Mpb´ aq. �

Corollaire 2.14. Si f est une fonction intégrable sur ra, bs, alors f est intégrable
sur tout sous-intervalle ru, vs Ď ra, bs.
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Démonstration. Par (3), f est intégrable sur ru, bs, et donc intégrable sur ru, vs à
nouveau par (3). �

Corollaire 2.15. Si f P Rpra, bsq et si f ě 0 sur ra, bs, alors
şv
u f ď

şb
a f pour

tout sous-intervalle ru, vs Ď ra, bs.

Démonstration. Identique à celle donnée pour les fonctions en escalier (cf Corol-
laire 1.5). �

Corollaire 2.16. Soit f : ra, bs Ñ R. Si f est bornée et ne possède qu’un nombre
fini de points de discontinuité, alors f est (R)-intégrable sur ra, bs.

Démonstration. Notons x1 ă ¨ ¨ ¨ ă xK les points de discontinuité de f (on suppose
qu’il y en a), et posons également x0 :“ a et xK`1 :“ b. Par la propriété d’additivité,
il suffit de montrer que f est intégrable sur chaque intervalle rxi, xi`1s, i “ 0, . . . ,K.
On fixe donc i P J0,KK.

Soit ε ą 0 : il s’agit de trouver deux fonctions ϕ et ψ en escalier sur rxi, xi`1s telles
que ϕ ď f ď ψ sur rxi, xi`1s et

şxi`1

xi
pψ ´ ϕq ď ε.

Par définition de x1, . . . , xK , on sait que f est continue sur sxi, xi`1r, donc intégrable
sur tout intervalle fermé ru, vs contenu dans sxi, xi`1r. De plus, comme f est bornée,
on peut choisir une constante M telle que ´M ď f ďM .

Soient u, v tels que xi ă u ď v ă xi`1 à choisir ultérieurement. Comme f est

intégrable sur ru, vs, on peut trouver des fonctions rϕ et rψ en escalier sur ru, vs telles

que rϕ ď f ď rψ sur ru, vs et
şv
up

rψ ´ rϕq ď ε{2. Définissons alors ϕ et ψ sur rxi, xi`1s

comme suit : ϕ :“ rϕ sur ru, vs, et ϕ :“ ´M sur rxi, ur Y sv, xi`1s ; et de même, ψ “ rψ
sur ru, vs, et ϕ “M sur rxi, ur Y sv, xi`1s. Alors ϕ et ψ sont en escalier, et ϕ ď f ď ψ
sur rxi, xi`1s. De plus, on a ψ ´ ϕ “ 2M sur rxi, ur Y sv, xi`1s. Donc

ż xi`1

xi

pψ ´ ϕq “

ż u

xi

2M `

ż v

u
p rψ ´ rϕq `

ż xi`1

v
2M

ď 2M
`

pu´ xiq ` pxi`1 ´ vq
˘

` ε{2.

Si on choisit maintenant les points u et v suffisamment proches de xi et xi`1 pour avoir
pu´ xiq ` pxi`1´ vq ă ε{4M , on obtient

şxu`1

xi
pψ´ϕq ď ε{2` ε{2 “ ε ; ce qui termine

la démonstration. �

Exemple. La fonction f : r0, 1s Ñ R définie par fp0q “ 6 et fptq “ sinp1{tq si
0 ă t ď 1 est intégrable au sens de Riemann sur r0, 1s par le Corollaire 2.16, car elle
est bornée et continue en tout point sauf 0 ; mais cette fonction n’est pas réglée car
elle n’a pas de limite en 0 (exo).

Exercice 2.17. Soit f : ra, bs Ñ R une fonction continue et ě 0. Montrer que si
şb
a fptq dt “ 0, alors f “ 0.

Proposition 2.18. L’espace vectoriel Rpra, bsq est stable par produit : si f, g P
Rpra, bsq, alors fg P Rpra, bsq.

Démonstration. Soit ε ą 0. Par le Lemme 2.9, on peut trouver des fonctions en
escalier θ1, e1, θ2, e2 telles que

#

|θ1 ´ f | ď e1 et
şb
a e1 ď ε{2M

|θ2 ´ g| ď e2 et
şb
a e1 ď ε{2M
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où M est une constante telle que |f | ď M et |g| ď M . De plus, on peut également
supposer qu’on a |θ1| ďM et |θ2| ďM . Alors

|θ1θ2 ´ fg| ď |θ1|
loomoon

ďM

|θ2 ´ g|
loomoon

ďe2

` |θ1 ´ f |
looomooon

ďe1

|g|
loomoon

ďM

ďMpe1 ` e2q,

et
ż b

a
Mpe1 ` e2q ďMpε{2M ` ε{2Mq “ ε.

Donc la propriété (2’) du Lemme 2.9 est satisfaite avec θ :“ θ1θ2 et e :“Mpe1`e2q. �

Illustration. Inégalité de Cauchy-Schwarz.

On va montrer que si f et g sont deux fonctions intégrables au sens de Riemann
sur ra, bs, alors

ż b

a
|fptqgptq| dt ď

d

ż b

a
|fptq|2dt ˆ

d

ż b

a
|gptq|2dt.

Cette inégalité, extrêmement utile, porte le nom d’inégalité de Cauchy-Schwarz.

Quitte à remplacer f et g par |f | et |g|, on peut supposer que les fonctions f et g
sont ě 0. L’idée est de dire que si on pose

P pxq :“

ż b

a

`

xfptq ` gptq
˘2
dt,

alors, par positivité de l’intégrale, on a

P pxq ě 0 pour tout x P R.

Par ailleurs, comme
`

xfptq ` gptq
˘2
“ fptq2x2 ` 2fptqgptqx ` gptq2, on a par linéarité

de l’intégrale :

P pxq “ Ax2 ` 2Bx` C,

où

A :“

ż b

a
f2, B :“

ż b

a
fg et C :“

ż b

a
g2.

Comme “∆ ď 0” pour toute fonction polynomiale de signe constant, on en déduit

B2 ď AC,

ce qui est exactement l’inégalité recherchée.

2.5. Fonctions à valeurs complexes.

Définition 2.19. Soit f : ra, bs Ñ C. On dit que f est (R)-intégrable sur ra, bs si
les fonctions Repfq et Impfq sont (R)-intégrables sur ra, bs ; et dans ce cas, on pose

ż b

a
f “

ż b

a
Repfq ` i

ż b

a
Impfq.

Autrement dit : si f “ u` iv avec u et v à valeurs réelles, alors
ż b

a
pu` ivq “

ż b

a
u` i

ż b

a
v.
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Remarque 1. Par définition, si f : ra, bs Ñ C est intégrable, alors

Re

ˆ
ż b

a
fptq dt

˙

“

ż b

a
Repfptqq dt et Im

ˆ
ż b

a
fptq dt

˙

“

ż b

a
Impfptqq dt.

Remarque 2. Notons Rpra, bs,Cq l’ensemble de toutes les fonction (R)-intégrables
sur ra, bs, à valeurs complexes. Alors Rpra, bs,Cq est un espace vectoriel stable par
produit.

Démonstration. C’est un bon exo de compréhension de la définition. �

Propriétés de l’intégrale. Ce sont les mêmes que pour les fonctions à valeurs
réelles.

(1) Linéarité :
şb
apf ` gq “

şb
a f `

şb
a g et

şb
apλfq “ λ

şb
a f pour tout λ P C.

(2) Majoration du module :
ˇ

ˇ

ˇ

şb
a fptq dt

ˇ

ˇ

ˇ
ď

şb
a |fptq| dt.

Démonstration. (1) Le fait que
şb
apf`gq “

şb
a f`

şb
a g pour toutes f, g P Rpra, bs,Cq

est “immédiat” à partir de la définition (micro-exo). Soient maintenant f P Rpra, bs,Cq
et soit λ P C. On écrit f “ u`iv et λ “ α`iβ (où u, v sont à valeurs réelles et α, β P R.
Alors

λf “ pα` iβqpu` ivq “ pαu´ βvq ` ipβu` αvq

et donc, par définition de l’intégrale des fonctions à valeurs complexes :

ż b

a
pλfq “

ż b

a
pαu´ βvq ` i

ż b

a
pβu` αvq

“ α

ż b

a
u´ β

ż b

a
v ` iβ

ż b

a
u` iα

ż b

a
v

“ pα` iβq

ż b

a
u` ipα` iβq

ż b

a
v

“ λ

ˆ
ż b

a
u` i

ż b

a
v

˙

“ λ

ż b

a
f.

(2) (i) Intégrabilité de |f | si f P Rpra, bs,Cq. On laisse la démonstration en exo
(adapter la preuve du Corollaire 2.12).

(ii) Majoration. Soit f P Rpra, bs,Cq. Comme
şb
a f est un nombre complexe, on peut

écrire
şb
a f “ reiθ où r ě 0 et θ P R. Alors r “

ˇ

ˇ

ˇ

şb
a f

ˇ

ˇ

ˇ
. Donc, si on pose ω “ e´iθ, on a

|ω| “ 1 et

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a
f

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ ω

ż b

a
f.
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Alors, comme
ˇ

ˇ

ˇ

şb
a f

ˇ

ˇ

ˇ
est un nombre réel, on peut écrire

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a
f
ˇ

ˇ

ˇ
“ Re

ˆ

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a
f
ˇ

ˇ

ˇ

˙

“ Re

ˆ

ω

ż b

a
f

˙

“ Re

ˆ
ż b

a
ωf

˙

par linéarité

“

ż b

a
Repωfq

ď

ż b

a
|ωf | car Repωfq ď |ωf |

“

ż b

a
|f | car |ω| “ 1.

�

2.6. Inversion des bornes d’intégration.

Notation. Soit f : I Ñ C une fonction (R)-intégrable sur tout intervalle ra, bs Ď I.
Si u, v P I et si u ď v, on pose

ż u

v
f “ ´

ż v

u
f.

L’intérêt d’autoriser des “bornes inversées” tient au fait suivant :

Fait 2.20. La relation de Chasles
şw
u f “

şv
u f`

şw
v f est valable pour tous u, v, w P I,

quel que soit l’ordre dans lequel u, v, w sont rangés.

Démonstration. Si par exemple u ď w ď v, alors
şv
u f “

şw
u f `

şv
w f par la relation

de Chasles usuelle, donc
şw
u f “

şv
u f ´

şv
w f “

şv
u f `

şw
v f . Idem pour les autres cas. �

Remarque. Il faut faire attention quand on veut majorer le module d’une intégrale
şv
u fptq dt si les bornes sont “dans le mauvais sens”, i.e. v ă u : dans ce cas, on a
şv
u |fptq| dt ď 0, donc on ne peut pas écrire que

ˇ

ˇ

şv
u fptq dt

ˇ

ˇ ď
şv
u |fptq| dt. Pour écrire

l’inégalité correctement, il faut remettre les bornes “dans le bon sens” en écrivant que
ˇ

ˇ

şv
u fptq dt

ˇ

ˇ “
ˇ

ˇ´
şv
u fptq dt

ˇ

ˇ “
ˇ

ˇ

şu
v fptq dt

ˇ

ˇ, et donc
ˇ

ˇ

şv
u fptq dt

ˇ

ˇ ď
şu
v |fptq| dt. En résumé :

on a

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż v

u
fptq dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

$

’

’

’

&

’

’

’

%

ż v

u
|fptq| dt si u ď v

ż u

v
|fptq| dt si u ą v

3. Le “Théorème fondamental de l’analyse”

Au stade où on en est, on sait que beaucoup de fonctions sont intégrables et que
l’intégrale possède des propriétés sympathiques. Cependant, on est pour le moment
incapable de calculer l’intégrale de la moindre fonction “concrète” un peu compliquée.

Par exemple, on peut calculer
şb
a t dt par un argument géométrique (Exercice 2.6),
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mais on ne voit pas très bien comment se débrouiller avec
şb
a t

2dt ou
şb
a t

3dt. Dans cette
section, on va voir comment améliorer la situation.

3.1. La version utile.

Rappel. Soit I un intervalle de R. On dit qu’une fonction F : I Ñ C est de classe
C1 si F est dérivable sur I et si la fonction f 1 est continue sur I.

Théorème 3.1. (Théorème fondamental de l’analyse)
Soit I un intervalle de R, et soit f : I Ñ C une fonction continue. Soit également
x0 P I, et soit F : I Ñ C la fonction définie par

F pxq “

ż x

x0

fptq dt.

Alors F est de classe C1 et F 1 “ f .

Démonstration. Comme f est continue, il suffit de montrer que F est dérivable sur
I avec F 1 “ f .

Fixons un point x P I. Il s’agit de voir que

F px` hq ´ F pxq

h
Ñ fpxq quand hÑ 0.

Dans ce qui suit, on ne considère que des h ‰ 0 tels que x` h P I.
D’après la relation de Chasles, on peut écrire

F px` hq ´ F pxq “

ż x`h

x0

f ´

ż x

x0

f “

ż x0

x
f `

ż x`h

x0

f “

ż x`h

x
f,

et donc
F px` hq ´ F pxq

h
“

1

h

ż x`h

x
fptq dt.

Par ailleurs, on a aussi
şx`h
x fpxq dt “ h fpxq (intégrale de la constante fpxq par

rapport à t), et donc

fpxq “
1

h

ż x`h

x
fpxq dt.

Ainsi, on obtient par linéarité

F px` hq ´ F pxq

h
´ fpxq “

1

h

ż x`h

x

`

fptq ´ fpxq
˘

dt.

Maintenant, soit ε ą 0. On cherche : un δ ą 0 tel que

|h| ă δ ùñ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

F px` hq ´ F pxq

h
´ fpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď ε.

Comme f est continue au point x, on peut trouver δ ą 0 tel que

|fptq ´ fpxq| ď ε pour tout t P I vérifiant |t´ x| ă δ.

Donc, si 0 ă h ă δ, alors
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

F px` hq ´ F pxq

h
´ fpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
1

h

ż x`h

x
|fptq ´ fpxq| dt ď

1

h
ˆ εh “ ε.
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De même, si ´δ ă h ă 0, alors x` h “ x´ |h| et donc
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

F px` hq ´ F pxq

h
´ fpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

h

ż x´|h|

x

`

fptq ´ fpxq
˘

dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
1

|h|

ż x

x´|h|
|fptq ´ fpxq| dt ď ε.

Ainsi, on a montré que
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

F px` hq ´ F pxq

h
´ fpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď ε pour tout h vérifiant |h| ă δ ;

soit exactement ce qu’on voulait. �

Rappel. Soit I un intervalle de R, et soit f : I Ñ C. On dit qu’une fonction
F : I Ñ C est une primitive de f sur I si F est dérivable sur I avec F 1 “ f .

Fait important. Deux primitives d’une même fonction f : I Ñ C diffèrent d’une
constante.

Démonstration. Si F 11 “ f “ F 12, alors pF2 ´ F1q
1 “ 0, donc F2 ´ F1 est constante

sur l’intervalle I. �

Corollaire 3.2. Toute fonction continue f : I Ñ C possède des primitives.

Démonstration. C’est évident par le théorème (mais très loin de l’être si on n’a pas
le théorème à sa disposition). �

Du Théorème fondamental de l’analyse, on déduit très facilement ce qu’on pourrait
appeler la “Formule fondamentale du calcul intégral”.

Notation. Pour tout fonction F : I Ñ C et pour tous a, b P I, on pose
“

F
‰b

a
“ F pbq ´ F paq.

Corollaire 3.3. Si f : I Ñ C est continue et si a, b P I, alors
ż b

a
fptq dt “

“

F
‰b

a
,

où F est n’importe quelle primitive de f sur ra, bs.

Démonstration. Comme deux primitives de f diffèrent d’une constante, la quantité
“

F
‰b

a
ne dépend pas de la primitive F .

On prend pour F la fonction définie dans le théorème : F pxq “
şx
x0
fptq dt. Alors,

par Chasles :

“

F
‰b

a
“ F pbq ´ F paq “

ż b

x0

f ´

ż a

x0

f “

ż x0

a
f `

ż b

x0

f “

ż b

a
f.

�

Corollaire 3.4. Si F : I Ñ C est une fonction de classe C1, alors, pour tous
u, v P I, on a

F pvq “ F puq `

ż v

u
F 1ptq dt.
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Démonstration. On applique le Corollaire 3.3 à f :“ F 1 entre a “ u et b “ v. �

Exemples. Les formules suivantes découlent immédiatement du Théorème fonda-
mental de l’analyse.

(1) Soit n P N. Pour tous a, b P R, on a
ż b

a
tn dt “

” tn`1

n` 1

ıb

a
“
bn`1 ´ an`1

n` 1
¨

(2) Si λ P Rzt0u, alors
ż b

a
cospλtq dt “

” 1

λ
sinpλtq

ıb

a
“

sinpλbq ´ sinpλaq

λ

et
ż b

a
sinpλtq dt “

”

´
1

λ
cospλtq

ıb

a
“

cospλaq ´ cospλbq

λ
¨

(3) Soit λ P Czt0u. Pour tous a, b P R, on a

ż b

a
eλtdt “

„

1

λ
eλt

b

a

“
eλb ´ eλa

λ
¨

En effet : si on écrit λ “ α` iβ avec α, β P R, alors

eλt “ eαteiβt “ eαt
`

cospβtq ` i sinpβtq
˘

;

donc
´

eλt
¯1

“ αeαt
`

cospβtq ` i sinpβtq
˘

` eαt
`

´β sinpβtq ` iβ cospβtq
˘

“ eαt
´

cospβtqpα` iβq ` sinpβtqpiα´ βq
¯

“ eαt
´

cospβtqpα` iβq ` i sinpβtqpα` iβq
¯

“ λeαt
`

cospβtq ` i sinpβtq
˘

“ λeλt.

Donc la fonction t ÞÑ 1
λ e

λt est une primitive de t ÞÑ eλt, ce qui donne la formule

annoncée.

(4) Pour tout x ą 0, on a

lnpxq “

ż x

1

dt

t
¨

(5) Pour tout x P R, on a

arctanpxq “

ż x

0

dt

1` t2
¨

(6) Pour tout x P s´1, 1r, on a

arcsinpxq “

ż x

0

dt
?

1´ t2
¨
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Remarque. En fait, la formule (4) pourrait servir de définition de la fonction ln.
Avec cette définition, on obtient immédiatement que la fonction ln est une primitive
de la fonction x ÞÑ 1{x et que lnp1q “ 0 : on a ainsi démontré qu’il existe effectivement
une fonction possédant ces propriétés (chose qui est en général admise au lycée). De là,
on peut définir la fonction exponentielle comme étant la fonction réciproque de ln, et
montrer que pexq1 “ ex et e0 “ 1 (alors qu’au lycée on admet qu’il existe une fonction
possédant ces propriétés).

3.2. Une version plus générale. Le théorème suivant est plus général que la
“formule fondamentale du calcul intégral” (Corollaire 3.3).

Théorème 3.5. Si f : ra, bs Ñ C est une fonction intégrable sur ra, bs (pas

forcément continue) et si f possède des primitives, alors
şb
a fptq dt “

“

F
‰b

a
pour n’im-

porte quelle primitive F de f . De manière équivalente : si F : ra, bs Ñ C est une
fonction dérivable sur ra, bs (pas forcément C1) et si F 1 est intégrable sur ra, bs, alors
şb
a F

1ptq dt “ F pbq ´ F paq.

Démonstration. On démontre la 2ème formulation. Soit donc F : ra, bs Ñ C une
fonction dérivable telle que F 1 soit (R)-intégrable sur ra, bs. En considérant séparément
RepF q et ImpF q, on se ramène au cas où F est à valeurs réelles.

Soit ε ą 0 quelconque. Comme F 1 est intégrable sur ra, bs, on peut trouver deux
fonctions ϕ et ψ en escalier telles que

ϕ ď F 1 ď ψ et

ż b

a
pψ ´ ϕq ď ε.

Soit S “ ps0, . . . , sN q une subdivision de ra, bs adaptée à ϕ et ψ :

ϕptq ” αk et ψptq ” βk sur Ik “ ssk, sk`1r.

Pour k “ 0, . . . , N ´ 1, on a ainsi

αk ď F 1ptq ď βk sur ssk, sk`1r.

D’après l’inégalité des accroissements finis, on en déduit

αkpsk`1 ´ skq ď F psk`1q ´ F pskq ď βkpsk`1 ´ skq pour k “ 0, . . . , N ´ 1.

En sommant ces inégalités, on obtient ainsi

N´1
ÿ

k“0

αk|Ik| ď
N´1
ÿ

k“0

`

F psk`1q ´ F pskq
˘

ď

N´1
ÿ

k“0

βk|Ik|,

autrement dit
ż b

a
ϕ ď F pbq ´ F paq ď

ż b

a
ψ.

Mais comme ϕ ď F 1 ď ψ, on a également
ż b

a
ϕ ď

ż b

a
F 1ptq dt ď

ż b

a
ψ;

donc on obtient
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

F pbq ´ F paq ´

ż b

a
F 1ptq dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż b

a
ψ ´

ż b

a
ϕ ď ε.
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Ceci étant vrai pour tout ε ą 0, on peut donc conclure que
şb
a F

1ptq dt “ F pbq´F paq,
comme attendu. �

Remarque. En pratique, la généralité supplémentaire apportée par le Théorème
3.5 est d’un intérêt limité, pour les raisons suivantes :r la plupart des fonctions intégrables qu’on considère sont des fonctions réglées ;r on peut montrer que si F est une fonction dérivable telle que F 1 est une

fonction réglée, alors F 1 est en fait continue.

Exercice. Montrer que si F : ra, bs Ñ R est une fonction dérivable en tout point et
si la fonction F 1 est bornée, alors

ż b

a
F 1 ď F pbq ´ F paq ď

ż b

a
F 1.





Chapitre 3

Calculs et formules

1. Calculs de primitives

1.1. Une notation utile. Soit f : I Ñ C une fonction continue sur un intervalle
I Ď R. La notation

ż

fpxq dx (sans bornes d’intégration)

désigne toutes les primitives de la fonction f .

Ainsi, quand on écrit
“
ş

fpxq dx “ truc sur I”,

cela signifie :
“les primitives de f sur I sont de la forme truc”

Exemple 1. On a
ş

x2dx “ x3

3 ` cte sur I “ R.

Exemple 2. Sur I “ s0,8r, on a
ş

dx
x “ lnpxq ` cte, et sur I “ s´8, 0r, on a

ş

dx
x “ lnp|x|q ` cte.

Attention. La notation
ş

fpxq dx est commode, mais il faut la manipuler avec
précaution :

ş

fpxq dx n’est ni un nombre, ni une fonction ; c’est une façon de désigner
une famille de fonctions.

1.2. Petite liste de primitives à connaitre impérativement.

(i) Si n P N, alors
ż

xndx “
xn`1

n` 1
` cte sur R.

(ii) Si α P R et α ‰ ´1, alors
ż

xαdx “
xα`1

α` 1
` cte sur s0,8r.

Exemple 1.
ş?

x dx “
ş

x1{2dx “ 1
1{2`1x

1{2`1 ` cte “ 2
3x

3{2 ` cte.

Exemple 2.
ş

dx
x
?
x
“

ş

x´3{2dx “ 1
´3{2`1x

´3{2`1 ` cte “ ´ 2?
x
` cte.

(iii) Si n est un entier ě 2, alors
ż

dx

xn
“ ´

1

pn´ 1q

1

xn´1
` cte sur s´8, 0r et sur s0,8r.

Pour le retrouver : on écrit 1
xn “ x´n.

Exemple.
ş

dx
x4
“ ´ 1

3x3
` cte.

35
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(iv) Si λ P C et λ ‰ 0, alors
ż

eλxdx “
1

λ
eλx ` cte sur R.

Exemple d’utilisation. Calcul des primitives de cospaxqebx sur R, où a, b P R et
pa, bq ‰ p0, 0q.

On a cospaxqebx “ Re
`

eiaxebx
˘

“ Re
`

epb`iaqx
˘

. Donc
ż

cospaxqebxdx “ Re

ˆ
ż

epb`iaqxdx

˙

“ Re

ˆ

1

b` ia
epb`iaqx

˙

` cte.

Ensuite,

1

b` ia
epb`iaqx “

b´ ia

b2 ` a2
ebxpcospaxq ` i sinpaxqq

“
ebx

a2 ` b2

´

`

b cospaxq ` a sinpaxq
˘

` i
`

´a cospaxq ` b sinpaxq
˘

¯

;

donc on obtient
ż

cospaxqebxdx “
ebx

a2 ` b2
`

b cospaxq ` a sinpaxq
˘

` cte.

(v) Si λ P R et λ ‰ 0, alors (sur R)
ż

cospλxq dx “
1

λ
sinpλxq ` cte,

ż

sinpλxq dx “ ´
1

λ
cospλxq ` cte.

(vi) Si a P R et a ‰ 0, alors
ż

dx

x2 ` a2
“

1

a
arctan

´x

a

¯

` cte sur R.

En effet : on a
´

arctan
´x

a

¯¯1

“
1

a
arctan1

´x

a

¯

“
1

a
ˆ

1

1`
`

x
a

˘2

“
a

a2 ` x2
¨

1.3. “Formes usuelles” à retenir.

Fait 1.1. Si u : I Ñ R est une fonction de classe C1 et si f est une fonction
continue sur un intervalle contenant upIq, alors (sur I)

ż

fpupxqqu1pxq dx “ F pupxqq ` cte,

où F est n’importe quelle primitive de f .

Démonstration. C’est évident puisque
`

F pupxq
˘1
“ F 1pupxqqu1pxq “ fpupxqqu1pxq.

�
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Remarque. On peut présenter la preuve de manière légèrement différente. Si on
pose

u “ upxq,

alors u1pxq “ du
dx (avec la notation “des physiciens”). On peut donc écrire

du “ u1pxqdx;

et on en déduit
ż

fpupxqqu1pxqdx “

ż

fpuq du “ F puq ` cte “ fpupxqq ` cte.

Conséquence 1. Si u : I Ñ R est de classe C1 et ne s’annule pas sur I, alors
ż

u1pxq

upxq
dx “ lnp|upxq|q ` cte.

Démonstration. Comme u est continue et ne s’annule pas, elle garde un signe
constant sur I d’après le Théorème des valeurs intermédiaires. Donc on a ou bien
upIq Ď s0,8r, ou bien upIq Ď s´8, 0r. On peut donc appliquer le Fait avec fpuq :“ 1{u
(définie sur s0,8r ou s´8, 0r) et F puq :“ lnp|u|q. �

Exemple 1. Primitives de x
x2`3

sur R.

On a
x

x2 ` 3
“

1

2

2x

x2 ` 3
“

1

2

u1pxq

upxq
où upxq “ x2 ` 3,

donc
ş

x
x2`3

dx “ 1
2 lnpx2 ` 3q ` cte (car x2 ` 3 est toujours ą 0).

Exemple 2. Primitives de tanpxq sur s´π
2 ,

π
2 r.

On a tanpxq “ sinpxq
tanpxq “ ´

u1pxq
upxq avec upxq “ cospxq. Comme cospxq ą 0 sur s0, π2 r,

on en déduit
ż

tanpxq dx “ ´ lnpcosxq ` cte sur s0, π2 r.

Conséquence 2. Si n P N et si u : I Ñ R est de classe C1, alors
ż

upxqnu1pxq dx “
1

n` 1
upxqn`1 ` cte.

Démonstration. On applique le Fait avec fpuq :“ un (définie sur R) et F puq :“
1

n`1 u
n`1. �

Exemple. Pour tout n P N, on a
ż

psinxqn cosx dx “
1

n` 1
psinxqn`1 ` cte et

ż

pcosxqn sinx dx “ ´
1

n` 1
pcosxqn`1 ` cte.

Conséquence 3. Soit α P R avec α ‰ ´1. Si u : I Ñ R est de classe C1 et si
upxq ą 0 pour tout x P I, alors

ż

upxqαu1pxq dx “
1

α` 1
upxqα`1 ` cte.
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Démonstration. On applique le Fait avec fpuq :“ uα (définie sur s0,8r) et F puq :“
1

α`1 u
α`1. �

Exemple. Primitives de x?
x2`3

sur R.

On a
ż

x
?
x2 ` 3

dx “
1

2

ż

px2 ` 3q´1{2 ˆ 2xdx

“
1

2

ż

u´1{2du avec u “ x2 ` 3

“
1

2
ˆ

1

p´1{2q ` 1
u´p1{2q`1 ` cte

“
?
u` cte

“
a

x2 ` 3` cte.

Conséquence 4. Si u : I Ñ R est de classe C1, alors
ż

eupxqu1pxq dx “ eupxq ` cte.

Démonstration. On applique le Fait avec fpuq :“ eu (définie sur R) et F puq :“
eu. �

Exemple. Primitives de xe´x
2

sur R.

On a
ż

xe´x
2
dx “ ´

1

2

ż

e´x
2
ˆ p´2xqdx “ ´

1

2
e´x

2
` cte.

Remarque. On ne sait pas primitiver e´x
2

! Cependant, il est possible de montrer
que

ż X

0
e´x

2
dxÑ

?
π

2
quand X Ñ8.

1.4. Primitivation par parties.

Fait 1.2. Soit u : I Ñ C une fonction continue, et soit v : I Ñ C une fonction de
classe C1. Si U est une primitive de u sur I, alors

ż

upxqvpxq dx “ Upxqvpxq ´

ż

Upxqv1pxq dx.

Démonstration. On a pUvq1 “ U 1v ` Uv1 “ uv ` Uv1, donc
ż

upxqvpxq dx “

ż

pUvq1pxq dx´

ż

Upxqv1pxq dx

“ Upxqvpxq ` cte´

ż

Upxqv1pxq dx

“ Upxqvpxq ´

ż

Upxqv1pxq dx (la constante rentre dans
ş

).

�
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Exemple 1. Primitives de lnpxq sur s0,8r.

On écrit lnpxq “ 1ˆ lnpxq ; et on en déduit
ż

lnpxq dx “ x lnpxq ´

ż

xˆ
1

x
dx “ x lnpxq ´ x` cte.

Exemple 2. Primitives de arctanpxq sur R.

On écrit arctanpxq “ 1ˆ arctanpxq, ce qui donne
ż

arctanpxq dx “ x arctanpxq ´

ż

xˆ
1

1` x2
dx

“ x arctanpxq ´
1

2
lnp1` x2q ` cte.

Exemple 3. Primitives de x2 cosp3xq et x3ex sur R.

Pour
ş

x2 cospxq dx on primitive 2 fois par parties, en dérivant 2 fois x2 et en
primitivant 2 fois cosp3xq :

ż

cosp3xqx2 dx “
1

3
sinp3xqx2 ´

1

3

ż

sinp3xq ˆ 2x dx

“
1

3
sinp3xqx2 ´

2

3

ˆ

´
1

3
cosp3xqx`

1

3

ż

cosp3xq dx

˙

“
2

9
x cosp3xq `

´1

3
x2 ´

2

27

¯

sinp3xq ` cte.

Pour
ş

x3ex dx, on primitive 3 fois par parties (exo).

Exemple 4. Primitives de 1
p1`x2q2

sur R.

L’idée est de partir de
ş

dx
1`x2

(que l’on connait), et d’écrire 1
1`x2

“ 1 ˆ 1
1`x2

¨ On
obtient

ż

dx

1` x2
“ xˆ

1

1` x2
´

ż

xˆ
´2x

p1` x2q2
dx

“
x

1` x2
` 2

ż

x2 ` 1´ 1

p1` x2q2
dx

“
x

1` x2
` 2

ż

dx

1` x2
´ 2

ż

dx

p1` x2q2
¨

Donc
ż

dx

p1` x2q2
“

1

2

ˆ
ż

dx

1` x2
`

x

1` x2

˙

“
1

2
arctanpxq `

1

2

x

1` x2
` cte.

1.5. Primitivation des fonctions rationnelles. Une fonction rationnelle est
une fonction f de la forme

fpxq “
Apxq

Bpxq
,

où A et B sont des polynômes. Le domaine de définition de f est Df “ RzZpBq,
où ZpBq “ tx P R; Bpxq “ 0u. Comme ZpBq est un ensemble fini, Df est donc une
réunion finie d’intervalles ouverts ; et on peut déterminer les primitives de f sur chacun
de ces intervalles.
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1.5.1. Fonctions de la forme 1
px´λqn , où λ P R et n ě 1. On calcule les primitives

sur s´8, λr et sur sλ,8r. On a
ż

dx

px´ λq
“ ln |x´ λ| ` cte,

et
ż

dx

px´ λqn
“ ´

1

n´ 1

1

px´ λqn´1
si n ě 2.

1.5.2. Fonctions de la forme 1
P pxq , où degpP q “ 2 et P n’a pas de racines réelles.

On calcule les primitives sur R.

Principe : on se ramène au calcul de choses de la forme
ş

du
u2`b2

où b est une

constante, en écrivant P pxq sous la forme

P pxq “ c
`

px` aq2 ` b2
˘

.

Exemple. Primitives de fpxq “ 1
3x2`2x`3

¨

Le polynôme P pxq “ 3x2`2x`3 n’a pas de racines réelles car ∆ “ 22´4ˆ3ˆ3 “
´32 ă 0. On écrit

3x2 ` 2x` 3 “ 3
´

x2 `
2

3
x` 1

¯

“ 3

ˆ

´

x`
1

3

¯2
´

1

9
` 1

˙

“ 3

ˆ

´

x`
1

3

¯2
`

8

9

˙

;

et on en déduit
ż

dx

3x2 ` 2x` 3
“

1

3

ż

dx
`

x` 1{3
˘2
` p

a

8{9 q2

“
1

3

ż

du

u2 ` p
a

8{9q2
où u “ x` 1{3.

On a donc
ż

dx

3x2 ` 2x` 3
“

1

3
ˆ

1
a

8{9
arctan

´ u
a

8{9

¯

` cte

“
1

3
ˆ

1
a

8{9
arctan

´x` 1{3
a

8{9

¯

` cte

“
1

2
?

2
arctan

´ 3

2
?

2
px` 1{3q

¯

` cte car
a

8{9 “ 2
?

2{3

“

?
2

4
arctan

´3
?

2

4
px` 1{3q

¯

` cte.

1.5.3. Fonctions de la forme x
P pxq , où degpP q “ 2 et P n’a pas de racines réelles.

On calcule les primitives sur R.

Principe : on se ramène au calcul de
ş

1
P pxq dx et de

ş P 1pxq
P pxq dx.

Exemple. Primitives de fpxq “ x
3x2`2x`3

¨

Comme dans l’exemple précédent, P pxq “ 3x2`2x`3. Pour faire apparaitre P 1pxq
P pxq ,

on “introduit de force” P 1pxq “ 6x` 2 au numérateur en écrivant

x “
1

6
p6x` 2q ´

1

3
¨
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On en déduit
ż

x

3x2 ` 2x` 3
“

1

6

ż

6x` 2

3x2 ` 2x` 3
dx´

1

3

ż

dx

3x2 ` 2x` 3

“
1

6

ż

p3x2 ` 2x` 3q1

3x2 ` 2x` 3
dx´

1

3

ż

dx

3x2 ` 2x` 3

“
1

6
ln
`

3x2 ` 2x` 3
˘

´
1

3

ż

dx

3x2 ` 2x` 3
loooooooomoooooooon

qu’on sait calculer

¨

1.5.4. Fonctions de la forme 1
P pxqn , où degpP q “ 2 avec P sans racines réelles, et

n ě 2. On calcule les primitives sur R.

Principe : se ramener à des choses de la forme
ş

du
pu2`b2qn

, et faire des primitivations

par parties pour calculer
ş

du
pu2`b2qn

¨

Exemple. Primitives de 1
p3x2`2x`3q2

¨

On a vu que

3x2 ` 2x` 3 “ 3pu2 ` b2q où u “ x` 1{3 et b “
a

8{9.

Donc
ż

dx

p3x2 ` 2x` 3q2
“

1

9

ż

du

pu2 ` b2q2
¨

Ensuite, on calcule
ş

du
u2`b2

par parties :

ż

du

u2 ` b2
“

ż

1ˆ
1

u2 ` b2
du

“ uˆ
1

u2 ` b2
´

ż

uˆ
´2u

pu2 ` b2q2
du

“
u

u2 ` b2
` 2

ż

u2

pu2 ` b2q2

“
u

u2 ` b2
` 2

ż

u2 ` b2 ´ b2

pu2 ` b2q2
(“astuce” générale)

“
u

u2 ` b2
` 2

ż

du

u2 ` b2
´ 2b2

ż

du

pu2 ` b2q2
¨

Donc on obtient
ż

du

pu2 ` b2q2
“

1

2b2

ˆ

u

u2 ` b2
`

ż

du

u2 ` b2

˙

“
1

2b2

ˆ

u

u2 ` b2
`

1

b
arctan

´u

b

¯

˙

` cte;

et on en déduit
ş

dx
p3x2`2x`3q2

en remplaçant u par x` 1{3 (finir le calcul).
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1.5.5. Fonctions de la forme x
pP pxqqn , où P est sans racines réelles avec degP “ 2,

et n ě 2. On calcule les primitives sur R.

Principe : se ramener à calculer
ş P 1pxq
P pxqn dx et

ş

dx
P pxqn ¨

Exemple. Primitives de x
p3x2`2x`3q2

¨

On “introduit de force” P 1pxq “ 6x` 2 comme plus haut :

x

p3x2 ` 2x` 3q2
“

1

6

6x` 2

p3x2 ` 2x` 3q2
´

1

3

1

p3x2 ` 2x` 3q2
;

ce qui donne
ż

x

p3x2 ` 2x` 3q2
dx “

1

6

ż

6x` 2

p3x2 ` 2x` 3q2
looooooooomooooooooon

P 1xq

P pxq2

dx´
1

3

ż

dx

p3x2 ` 2x` 3q2

“ ´
1

6

1

3x2 ` 2x` 3
´

1

3

ż

dx

p3x2 ` 2x` 3q2
loooooooooomoooooooooon

qu’on sait calculer

¨

1.5.6. Cas général. Soit fpxq “ Apxq
Bpxq une fonction rationnelle quelconque.

Étape 1. On écrit fpxq “ Qpxq` Rpxq
Bpxq , où B et R sont des polynômes et degpRq ă

degpQq, en effectuant la division euclidienne de A par B :

A “ BQ`R avec degpRq ă degpBq,

et donc f “ A
B “ Q` R

B ¨ (Si on a déjà degpAq ă degpBq, cette étape est inutile.)

Étape 2. On factorise Bpxq le plus possible (sur R).

Étape 3. On décompose Rpxq
Bpxq en éléments simples. Autrement dit : on écrit

Rpxq
Bpxq comme somme de termes de la forme a

px´λqn ou ax`b
P pxqn , avec degpP q “ 2 et P sans

racines réelles.

Étape 4. On primitive chaque “élément simple” séparément, et on met tout en-
semble.

Exemple. Primitives de fpxq :“ 3x5´4x4`8x3´6x2´3x´6
3x4´4x3`2x2´4x`3

“
Apxq
Bpxq ¨

(i) Division euclidienne : on trouve

Apxq “ Bpxq ˆ x` 6x3 ´ 2x2 ´ 6x´ 6,

et donc

fpxq “ x`
6x3 ´ 2x2 ´ 6x´ 6

3x4 ´ 4x3 ` 2x2 ´ 4x` 3
“ x`

Rpxq

Bpxq
¨

(ii) Factorisation de Bpxq “ 3x4 ´ 4x3 ` 2x2 ´ 4x` 3.r x “ ´1 est racine évidente, donc on peut factoriser par x´ 1.r En faisant la division euclidienne, on trouve Bpxq “ px´1qp3x3´x2`x´3q.
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r x “ 1 est racine évidente de 3x3´ x2` x´ 3, donc on peut re-factoriser par
x´ 1.r On trouve 3x3 ´ x2 ` x´ 3 “ px´ 1qp3x2 ` 2x` 3q, donc

Bpxq “ px´ 1q2p3x2 ` 2x` 3q.r P pxq “ 3x2`2x`3 n’a pas de racines réelles, donc on ne peut plus factoriser
(sur R).

La seule racine réelle de B est x “ 1 ; donc on va calculer les primitives sur
s´8, 1r et sur s1,8r

(iii) Décomposition de Rpxq
Bpxq “

6x3´2x2´6x´6
px´1q2p3x2`2x`3q

en éléments simples.r Vu la forme de Bpxq, la décomposition est a priori de la forme

(˚)
Rpxq

Bpxq
“

6x3 ´ 2x2 ´ 6x´ 6

px´ 1q2p3x2 ` 2x` 3q
“

a

x´ 1
`

b

px´ 1q2
`

cx` d

3x2 ` 2x` 3
,

où a, b, c, d sont des constantes à déterminer.r Si on multiplie tout par px´ 1q2 dans p˚q, on obtient

6x3 ´ 2x2 ´ 6x´ 6

3x2 ` 2x` 3
“ apx´ 1q ` b`

pcx` dqpx´ 1q2

3x2 ` 2x` 3
;

d’où, en faisant x “ 1 :
b “ ´1.r Comme Rpxq

Bpxq “
6x3´2x2´6x´6

3x4´4x3`2x2´4x`3
, on voit que

Rpxq

Bpxq
„

6x3

3x4
“

2

x
quand xÑ `8,

et donc

lim
xÑ`8

x
Rpxq

Bpxq
“ 2.

Mais

x
Rpxq

Bpxq
“

ax

x´ 1
`

bx

px´ 1q2
`

cx2 ` dx

3x2 ` 2x` 3
;

donc, en faisant xÑ `8, on obtient

a` 0`
c

3
“ 2.r En prenant x “ 0 dans p˚q, on obtient

Rp0q

Bp0q
“ ´a` b`

d

3
,

autrement dit

´a` b`
d

3
“ ´2.r Enfin, en prenant par exemple x “ 2 dans p˚q, on obtient

Rp2q

Bp2q
“ a` b`

2c` d

19
,

autrement dit (vérifier)

a` b`
2c` d

19
“

22

19
¨
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(iv) Bilan provisoire : on est ramené à résoudre le système
$

’

’

&

’

’

%

b “ ´1
a` c

3 “ 2

´a` d
3 “ ´1

a` 2
19 c`

1
19 d “

41
19

On le résout par sa méthode favorite ; et on trouve a “ 2, b “ ´1, c “ 0 et d “ 3.

(v) Conclusion : on a

fpxq “ x`
2

x´ 1
´

1

px´ 1q2
`

3

3x2 ` 2x` 3
;

et on sait primitiver chacun des termes (finir le calcul).

2. Intégration par parties

Formule d’intégration par parties. Si u est une fonction continue sur ra, bs
et si v est de classe C1 sur ra, bs, alors

ż b

a
uptqvptq dt “

“

Uv
‰b

a
´

ż b

a
Uptqv1ptq dt,

où U est n’importe quelle primitive de u.

Démonstration. On a pUvq1 “ U 1v ` Uv1 “ uv ` Uv1, donc

“

Uv
‰b

a
“

ż b

a
pUvq1ptq dt “

ż b

a
uptqvptq dt`

ż b

a
Uptqv1ptq dt.

�

Exemple 1. Calcul de
ş1
0 t

2e3tdt et de
şπ
0 t

3 cos t dt.

On calcule
ş1
0 t

2e3tdt par parties, en dérivant t2 pour faire baisser le degré et en

primitivant e3t. Faire le calcul.

Exemple 2. Calcul de I “
ş1
0 arctanptq dt.

On intègre par parties en écrivant arctanptq “ 1ˆ arctanptq. Faire le calcul.

Exemple 3. calcul de I2 “
ş1
0

dt
p1`t2q2

et I3 “
ş1
0

dt
p1`t2q3

¨

Pour I2, on part de I1 “
ş1
0

dt
1`t2

(qui vaut
“

arctanptq
‰1

0
“ π

4 ) et on intègre par

parties en écrivant 1
1`t2

“ 1ˆ 1
1`t2

¨ Faire le calcul.

Pour I3, on part de I2 (qu’on vient de calculer) et on intègre par parties en écrivant
1

p1`t2q2
“ 1ˆ 1

p1`t2q2
¨ Faire le calcul.

Exemple 4. Calcul des intégrales de Wallis

Wn “

ż π
2

0
psin tqndt.

L’idée est d’intégrer par parties pour trouver une relation de récurrence.
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Pour n ě 2, on a

Wn “

ż π
2

0
sin tˆ psin tqn´1dt

“

”

´ cos t psin tqn´1
ı
π
2

0
`

ż π
2

0
cos tˆ pn´ 1qpsin tqn´2 cos t dt

“ 0` pn´ 1q

ż π
2

0
cos2 t psin tqn´2dt

“ pn´ 1q

ż π
2

0
p1´ sin2 tqpsin tqn´2dt

“ pn´ 1qpWn´2 ´Wnq.

Donc on obtient

Wn “
n´ 1

n
Wn´2.

En utilisant cette relation de récurrence, on trouve des formules à base de facto-
rielles pour W2k et W2k`1. De façon précise (exo) :

W2k “
p2kq!

22kk!2
π

2
et W2k`1 “

22kk!2

p2k ` 1q!
¨

Exemple 5. Si f : ra, bs Ñ C est une fonction de classe C1, alors
ż b

a
fptqeiλt dtÑ 0 quand λÑ ˘8.

Démonstration. Si λ ‰ 0, une intégration par parties donne
ż b

a
fptqeiλt dt “

” 1

iλ
eiλt fptq

ıb

a
´

1

iλ

ż b

a
f 1ptqeiλtdt

“
1

iλ

ˆ

fpbqeiλb ´ fpaqeiλa ´

ż b

a
fptqeiλtdt

˙

.

Comme |eiλt| “ 1 pour tout t P R, on en déduit
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a
fptqeiλt dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
1

|λ|

´

|fpbq| ` |fpaq| `

ż b

a
|f 1ptq| dt

¯

:“
C

|λ|
,

où C est une constant indépendante de λ. D’où le résultat. �

3. Changements de variables

Formule de changement de variable. Si φ : ra, bs Ñ R est une fonction de
classe C1 et si f est une fonction continue sur un intervalle I contenant φpra, bsq, alors

ż φpbq

φpaq
fpxq dx “

ż b

a
fpφptqqφ1ptqdt.

Démonstration. Soit F une primitive de f sur I. Alors fpφptqqφ1ptq est la dérivée
de Gptq “ F pφptqq (micro-exo). Donc

ż b

a
fpφptqqφ1ptqdt “

“

F pφptqq
‰b

a
“ F pφpbqq ´ F pφpaqq “

“

F
‰φpbq

φpaq
“

ż φpbq

φpaq
fpxq dx.

�
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Remarque. Si la fonction φ est strictement monotone, on peut montrer que la
formule de changement de variable reste vraie pour f seulement supposée intégrable
sur φpra, bsq.

Mode d’emploi de la formule. Il y a deux façons d’utiliser la formule de
changement de variable.

(1) On doit calculer une intégrale
şβ
α fpxq dx, et on a envie d’écrire x “ φptq pour

une certaine fonction φ. On peut le faire, à conditionr de remplacer dx par φ1ptqdt ;r de trouver a et b tels que φ soit de classe C1 sur ra, bs avec φpaq “ α et
φpbq “ β, et tels que f soit continue sur un intervalle contenant φpra, bsq ;r de bien changer les bornes d’intégration.

Exemple. Calcul de I :“
ş1
´1

?
1´ x2 dx.

On peut déterminer la valeur de I en utilisant l’interprétation géométrique de
l’intégrale : le graphe de la fonction x ÞÑ

?
1´ x2 est le demi-cercle de diamètre r´1, 1s

situé au dessus de l’axe des abscisses, donc I “ π
2 ¨ Le propos ici est de faire un calcul.

Comme cos2 t ` sin2 t “ 1, il est assez naturel d’avoir envie de poser x “ cos t ou
x “ sin t. Posons par exemple

x “ cos t.

Alors x “ ´1 pour t “ π et x “ 1 pour t “ 0, φptq “ cosptq est C1 sur r0, πs, et

fpxq “
?

1´ x2 est continue sur r´1, 1s “ φpr0, πsq. On a dx “ ´ sin tdt et
?

1´ x2 “?
sin2 t “ sin t car sin t ě 0 sur r0, πs. Donc

ż 1

´1

a

1´ x2 dx “

ż 0

π
sin tˆ p´ sin tdtq

“

ż π

0
sin2 tdt.

Ensuite, on se souvient que

sin2 t “
1´ cosp2tq

2
;

et on obtient ainsi
ż 1

´1

a

1´ x2 dx “
1

2

ż π

0
p1` cosp2tqq dt

“
1

2

”

t`
1

2
sinp2tq

ıπ

0

“
π

2
¨

Exercice. Calculer l’inégrale
şπ
0 x

2
?

1´ x2 dx.

(2) On doit calculer une intégrale
şb
a gptq dt, et on a envie de poser x :“ φptq pour

une certaine fonction φ. On peut le faire à condition d’être certain que dans
gptqdt on peut tout exprimer en fonction de x. C’est possible si φ1ptq ‰ 0 pour
tout t P ra, bs. En effet :r Comme dx “ φ1ptqdt, on peut écrire dt “ dx

φ1ptq ¨
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r La fonction φ est continue et strictement monotone sur ra, bs car φ1 garde
un signe constant, donc φ est une bijection de ra, bs sur φpra, bsq. Donc
on peut exprimer t en fonction de x “ φptq en écrivant t “ φ´1pxq, ce

qui donne gptqdt “ gptq
φ1ptqdx “

gpφ´1pxqq
φ1pφ´1pxqq

dx.

Exemple 1. Calcul de I :“
ş1
0

dt
1`et ¨

On a envie de poser x :“ et, ce qui est possible car petq1 “ et ‰ 0 pour tout
t P r0, 1s. On a dx “ etdt, donc dt “ e´tdx “ dx

x ¨ De plus, on a x “ 1 pour t “ 0 et
x “ e pour t “ 1. Donc

ż 1

0

dt

1` et
“

ż e

1

1

1` x

dx

x
“

ż e

1

dx

xp1` xq
,

et on est ramené à un calcul qu’on sait faire (intégrale d’une fonction rationnelle ;
terminer le calcul).

Exemple 2. Calcul de I “
ş

π
2
0

dt
2`sin t ¨

L’intégrale I est bien définie car 2` sin t ą 0 pour tout t P R, et donc fptq “ 1
2`sin t

est bien définie et continue sur r0, π2 s.

Pour des raisons en apparence mystérieuses, on a envie de poser

x :“ tanpt{2q.

Ce changement de variable est “autorisé” car φptq “ tanpt{2q est de classe C1 sur r0, π2 s

avec φ1ptq “ 1
2p1` tan2pt{2qq ‰ 0 pour tout t.

On a

dx “ φ1ptqdt “
1

2
p1` tan2pt{2qqdt “

1

2
p1` x2qdt,

et donc

dt “
2dx

1` x2
¨

De plus,

sin t “ 2 sinpt{2q cospt{2q “ 2 tanpt{2q ˆ cos2pt{2q “ 2 tanpt{2q ˆ
1

1` tan2pt{2q
,

autrement dit

sin t “
2x

1` x2
¨

Enfin, on a x “ 0 si t “ 0, et x “ tanpπ{4q “ 1 si t “ π{2. Donc

ż π
2

0

dt

2` sin t
dt “

ż 1

0

1

2` 2x
1`x2

2dx

1` x2

“

ż 1

0

dx

1` x` x2
¨

On est donc ramené à un calcul qu’on sait faire (intégrale d’une fonction rationnelle ;
terminer le calcul).
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Remarque. La méthode qu’on vient d’utiliser est générale : si on a à calculer une

intégrale de la forme
şb
a Φptq dt où Φptq est une “fonction rationnelle de sin t et cos t”,

alors le changement de variable x “ tanpt{2q permet toujours de se ramener au calcul

d’une intégrale de la forme
şβ
α F pxq dx où F est une fonction rationnelle. Cependant,

il peut y avoir des cas où il est plus rapide d’utiliser un autre changement de variable,
par exemple x :“ cos t ou x :“ sin t. Pour savoir dans quels cas précisément, on pourra
entrer les mots règles de Bioche dans un moteur de recherche.

Exercice. Calculer l’intégrale
ş

π
2
0

dt
2`cos t ¨

4. Formule de Taylor

4.1. Énoncé et preuve de la formule.

Rappel. Si n P N˚, on pose n! “ 1ˆ 2ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ n. On pose aussi 0! “ 1.

Théorème 4.1. Soit N P N, et soit f : I Ñ C une fonction de classe CN`1 sur un
intervalle I Ď R. Pour tous a, b P I, on a

fpbq “
N
ÿ

k“0

f pkqpaq

k!
pb´ aqk `RN pa, bq,

où le “reste” RN pa, bq est donné par la formule

RN pa, bq “

ż b

a

pb´ tqN

N !
f pN`1qptq dt.

Cette formule s’appelle la formule de Taylor à l’ordre N`1 pour f entre les points
a et b.

Remarque. Cas où N “ 1 et N “ 0.r Pour N “ 0, la formule s’écrit

fpbq “ fpaq `

ż b

a
f 1ptq dt.

Autrement dit :

Formule de Taylor à l’ordre 1 = Théorème Fondamental de l’Analyse.r Pour N “ 1, la formule s’écrit

fpbq “ fpaq ` f 1paq pb´ aq `

ż b

a
pb´ tqf2ptq dt.

Preuve de la formule de Taylor. On procède par récurrence sur N .

Pour N “ 0 (formule de Taylor à l’ordre 1), on vient de voir que le résultat est
vrai (c’est le Théorème Fondamental de l’Analyse).

Passage de N à N ` 1. On suppose la formule démontrée à l’ordre N ` 1 pour
toutes les fonctions de classe CN`1, et il s’agit de la démontrer à l’ordre N ` 2 pour
toute fonction f de classe CN`2.

Par hypothèse de récurrence, on a

fpbq “
N
ÿ

k“0

f pkqpaq

k!
pb´ aqk `RN pa, bq;
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donc il suffit de montrer que

RN pa, bq “
f pN`1qpaq

pN ` 1q!
pb´ aqN`1 `RN`1pa, bq.

Par définition,

RN pa, bq “

ż b

a

pb´ tqN

N !
f pN`1qptq dt “

1

N !

ż b

a
pb´ tqNf pN`1qptq dt.

Donc, en faisant une intégration par parties :

RN pa, bq “
1

N !

ˆ

”

´
pb´ tqN`1

N ` 1
ˆ f pN`1qptq

ıb

a
`

ż b

a

pb´ tqN`1

N ` 1
ˆ f pN`2qptq dt

˙

“
pb´ aqN`1

pN ` 1q!
f pN`1qpaq `

ż b

a

pb´ tqN`1

pN ` 1q!
ˆ f pN`2qptq dt

“
pb´ aqN`1

pN ` 1q!
f pN`1qpaq `RN`1pa, bq.

Ceci termine la preuve par récurrence. �

Reformulation. Soit f : I Ñ C de classe CN`1, soit a P I et soit h P R tel que
a` h P I. Alors

fpa` hq “
N
ÿ

k“0

f pkqpaq

k!
hk `

ż 1

0

p1´ sqN

N !
f pN`1qpa` shqhN`1ds.

Démonstration. On applique la formule de Taylor entre a et b :“ a ` h : comme
b´ a “ h, on obtient

fpa` hq “
N
ÿ

k“0

f pkqpaq

k!
hk `RN pa, a` hq;

donc il s’agit de vérifier que

RN pa, a` hq “

ż 1

0

p1´ sqN

N !
f pN`1qpa` shqhN`1ds.

Pour h “ 0, c’est évident (micro-exo) ; et pour h ‰ 0, il suffit de faire le changement
de variable qui “saute aux yeux” :

RN pa, a` hq “

ż a`h

a

pa` h´ tqN

N !
f pN`1qptq dt

“

ż 1

0

`

a` h´ pa` shq
˘N

N !
f pN`1qpa` shqhds en posant t “ a` sh

“

ż 1

0

`

p1´ sqh
˘N

N !
f pN`1qpa` shqhds

“

ż 1

0

p1´ sqN

N !
f pN`1qpa` shqhN`1ds.

�



50 3. CALCULS ET FORMULES

Corollaire 4.2. Si f : I Ñ C est de classe CN`1 et s’il existe une constante M
telle que @t P I : |f pN`1qptq| ďM , alors on a pour tous a, b P I :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

fpbq ´
N
ÿ

k“0

f pkqpaq

k!
pb´ aqk

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ďM
|b´ a|N`1

pN ` 1q!
;

ou si on préfère : pour tout a P I et pour tout h tel que a` h P I,
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

fpa` hq ´
N
ÿ

k“0

f pkqpaq

k!
hk

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ďM
|h|N`1

pN ` 1q!
¨

Cette inégalité s’appelle l’inégalité de Taylor-Lagrange.

Démonstration. On montre l’inégalité sous la 2ème forme. Avec les notations du
théorème, il s’agit de vérifier que

|RN pa, a` hq| ďM
|h|N`1

pN ` 1q!
;

ce qui se fait tout seul :

|RN pa, a` hq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż 1

0

p1´ sqN

N !
f pN`1qpa` shqhN`1ds

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż 1

0
|¨ ¨ ¨ | ds

“ |h|N`1

ż 1

0

p1´ sqN

N !
|f pN`1qpa` shq|
looooooooomooooooooon

ďM

ds

ďM |h|N`1

ż 1

0

p1´ sqN

N !
ds

loooooooomoooooooon

”

´
p1´sqN

pN`1q!

ı1

0

“M |h|N`1 ˆ
1

pN ` 1q!
¨

�

Remarque 4.3. Si la fonction f est à valeurs réelles, on a même une égalité de
Taylor-Lagrange : il existe un nombre réel c “ cN,a,b compris entre a et b tel que

fpbq “
N
ÿ

k“0

f pkqpaq

k!
pb´ aqk `

pb´ aqN`1

pN ` 1q!
f pN`1qpcq.

Démonstration. Supposons que a ă b. Il s’agit de montrer que RN pa, bq est de la

forme pb´aqN`1

pN`1q! f pN`1qpcq pour un certain c P ra, bs. Dans ce qui suit, on suppose que

a ă b.
Comme f est supposée de classe CN`1, la fonction f pN`1q est continue sur ra, bs,

donc elle possède un maximum M et un minimum m sur ra, bs. Par définition de
RN pa, bq, on a alors

ż b

a

pb´ tqn

n!
ˆmdt ď RN pa, bq ď

ż b

a

pb´ tqn

n!
ˆM dt.
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Comme de plus
ż b

a

pb´ tqN

N !
“

„

´
pb´ tqN`1

pN ` 1q!

b

a

“
pb´ aqN`1

pN ` 1q!
,

on en déduit

m ď
pN ` 1q!

pb´ aqN`1
RN pa, bq ďM.

Donc, par définition de m et M et d’après le Théorème des valeurs intermédiaires
(applicable car f pN`1q est continue), il existe bien un c P ra, bs tel que f pN`1qpcq “
pN`1q!
pb´aqN`1 RN pa, bq. �

Exercice. Montrer qu’il n’y a pas d’égalité de Taylor-Lagrange pour les fonctions
à valeurs complexes. (Prendre N “ 0 et considérer fptq “ eit.)

Remarque 4.4. La formule de Taylor permet de montrer que si f : I Ñ C est de
classe Cn (avec n ě 1), alors f possède un développement limité à l’ordre n en tout
point a P I ; autrement dit qu’il existe des constantes c0, . . . , cn (dépendant de a) telles
que

fpa` hq “ c0 ` c1h` ¨ ¨ ¨ ` cnh
n ` ophnq quand hÑ 0.

Démonstration. Fixons a P I. Pour h tel que a` h P I, on applique la formule de
Taylor à l’ordre n, i.e. avec N “ n´ 1, entre a et a` h : on obtient

fpa` hq “ c0 ` c1h` ¨ ¨ ¨ cn´1h
n´1 `Rn´1pa, a` hq,

avec

ck “
f pkqpaq

k!
pour k “ 0, . . . , n´ 1.

Donc il s’agit de montrer qu’il existe une constante cn telle que

Rn´1pa, a` hq “ cnh
n ` ophnq quand hÑ 0.

Autrement dit, on veut montrer qu’on peut écrire

Rn´1pa, a` hq “ cnh
n ` hnεphq où εphq Ñ 0 quand hÑ 0.

On a

Rn´1pa, a` hq “

ż 1

0

p1´ sqn´1

pn´ 1q!
f pnqpa` shqhnds,

et comme la fonction f pnq est continue au point a, on peut écrire

f pnqpa` shq “ f pnqpaq ` ηpshq, où ηpuq Ñ 0 quand uÑ 0.

Donc

Rn´1pa, a` hq “

ż 1

0

p1´ sqn´1

pn´ 1q!

`

f pnqpaq ` ηpshq
˘

hnds

“ f pnqpaqhn
ż 1

0

p1´ sqn´1

pn´ 1q!
ds

looooooooomooooooooon

”

´
p1´sqn

n!

ı1

0

`hn
ż 1

0
ηpshq ds

“
f pnqpaq

n!
loomoon

cn

hn ` hn
ż 1

0
ηpshq ds.
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Il ne reste alors plus qu’à montrer que εphq :“
ş1
0 ηpshq ds tend vers 0 quand h Ñ 0 ;

ce qui n’est pas difficile en utilisant le fait que ηpuq Ñ 0 quand uÑ 0 (exo). �

Exercice. Démontrer plus rapidement ce résultat dans le cas où f est de classe Cn`1

et à valeurs réelles.

4.2. Une application : développement de l’exponentielle “en série”.

Notation. Soit pakqkPN une suite de nombres complexes, et pour n P N, posons

An “
n
ÿ

k“0

ak.

Si An admet une limite quand nÑ8, on dit que la série
ř

ak converge, et on pose
8
ÿ

k“0

ak :“ lim
nÑ8

An “ lim
nÑ8

n
ÿ

k“0

ak.

Exemple. Si z P C vérifie |z| ă 1, alors la série
ř

zk converge, et on a
8
ÿ

k“0

zk “
1

1´ z
¨

Démonstration. Pour tout n P N, on a
n
ÿ

k“0

zk “ 1` z ` ¨ ¨ ¨ ` zn “
1´ zn`1

1´ z
¨

De plus, comme |z| ă 1 on sait que zn Ñ 0 quand nÑ8. Donc
n
ř

k“0

zk
nÑ8
ÝÝÝÑ 1

1´z ¨ �

Exercice 1. Montrer que dans le cas où les ak sont réels et ě 0, la série
ř

ak
converge si et seulement si il existe une constante M telle que @n P N :

řn
k“0 ak ďM .

Exercice 2. Soit α ą 0. Montrer que pour tout entier n ě 2, on a
ż n`1

2

dt

tα
ď

n
ÿ

k“2

1

kα
ď

ż n

1

dt

tα
;

et en déduire que la série
ř 1

kα converge si et seulement si α ą 1.

Théorème 4.5. Pour tout z P C, la série
ř zk

k! converge et on a

8
ÿ

k“0

zk

k!
“ ez.

Démonstration. Fixons z P C. Soit ϕ : r0, 1s Ñ C la fonction définie par

ϕptq :“ ezt.

La fonction ϕ est de classe C8 sur r0, 1s, et on a (micro-exo)

ϕpkqptq “ zkezt pour tout k P N.
En particulier :

ϕpkqp0q “ zk.
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Enfin, ϕp1q “ ez. Donc, pour n P N quelconque, la formule de Taylor à l’ordre n ` 1
entre a “ 0 et b “ 1 s’écrit

ez “
n
ÿ

k“0

zk

k!
p1´ 0qk `Rn “

n
ÿ

k“0

zk

k!
`Rn,

où

Rn “

ż 1

0

p1´ tqn

n!
ϕpn`1qptq dt “

ż 1

0

p1´ tqn

n!
ˆ zn`1eztdt.

Il suffit donc de montrer que Rn Ñ 0 quand nÑ8.

On a

|Rn| ď

ż 1

0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p1´ tqn

n!
ˆ zn`1ezt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dt “ |z|n`1

ż 1

0

p1´ tqn

n!
|etz| dt.

De plus, la fonction t ÞÑ etz est continue sur r0, 1s, donc bornée : on a une constante

M “ Mz telle que @t P r0, 1s |etz| ď M . (En fait, on peut prendre M :“ e|z| car

|etz| “ eReptzq ď e|tz| ď e|z| si t P r0, 1s.) Donc

|Rn| ďM |z|n`1

ż 1

0

p1´ tqn

n!
dt “M

|z|n`1

pn` 1q!
¨

Pour conclure, il suffit donc de démontrer le fait suivant :

Fait. Pour tout C P R`, on a lim
nÑ8

Cn

n! “ 0.

Preuve du Fait. Soit n0 P N tel que n0 ě 2C. Pour tout n ą n0, on a

Cn

n!
“
Cn0

n0!
ˆ

Cn´n0

pn0 ` 1qpn0 ` 2q ¨ ¨ ¨n
“
Cn0

n0!
ˆ

C

n0 ` 1
loomoon

ď1{2

C

n0 ` 2
loomoon

ď1{2

¨ ¨ ¨
C

n
loomoon

ď1{2

;

et donc

0 ď
Cn

n!
ď
Cn0

n0!
ˆ

ˆ

1

2

˙n´n0
nÑ8
ÝÝÝÑ 0.

�

�





Chapitre 4

Sommes de Riemann

1. Découpages pointés et sommes de Riemann

Définition 1.1. Soit ra, bs un intervalle fermé borné de R. Un découpage pointé
de ra, bs est une suite finie D “

`

pJ0, t0q, . . . , pJN´1, tN´1q
˘

oùr les Jk sont des intervalles fermés formant un découpage de ra, bs ;r tk P Jk pour k “ 0, . . . , N ´ 1.

a b

t0 t1 t2 tk tN´1

J0 J1 J2 Jk JN´1

Exemple. Pour N P N˚ donné, soit pJ0, . . . , JN´1q le découpage de ra, bs en N
intervalles de même longueur.

a bJ0 J1 J2 J3 JN´1

Par définition, on a

Jk “
”

a` k
b´ a

N
, a` pk ` 1q

b´ a

N

ı

pour k “ 0, . . . , N ´ 1.

Si on pose

ξk :“ a` k
b´ a

N
pour k “ 0, . . . , N,

de sorte que ξk est la borne de gauche de Jk si 0 ď k ď N ´ 1 et la borne de droite de
Jk´1 si 1 ď k ď N , alors

DN :“
`

pJ0, ξ0q, pJ1, ξ1q, . . . , pJN´1, ξN´1q
˘

et

DN :“
`

pJ0, ξ1q, pJ1, ξ2q, . . . , pJN´1, ξN q
˘

sont deux découpages pointés de ra, bs, qu’on appellera dans la suite les découpages
pointé réguliers d’ordre N de ra, bs.

Notation. On note DPpra, bsq l’ensemble de tous les découpages pointés de l’in-
tervalle ra, bs.

Définition 1.2. Soit D “
`

pJ0, t0q, . . . , pJN´1, tN´1q
˘

P DPpra, bsq, et soit f :
ra, bs Ñ C. La somme de Riemann pour f associée à D est la somme

Rpf,Dq :“
N´1
ÿ

k“0

fptkq |Jk| “
ÿ

pJ,tqPD
fptq |J |.

55
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Exemple. Pour tout N P N˚, on a

Rpf,DN q “
b´ a

N

N´1
ÿ

k“0

f

ˆ

a` k
b´ a

N

˙

, et

Rpf,DN q “
b´ a

N

N
ÿ

k“1

f

ˆ

a` k
b´ a

N

˙

.

Démonstration. Par définition, DN “
`

pJ0, ξ0q, . . . pJN´1, ξN´1q
˘

où |Jk| “
b´a
N

pour tout k et ξk “ a` k b´a
N ¨ Donc

Rpf,DN q “

N´1
ÿ

k“0

f

ˆ

a` k
b´ a

N

˙

ˆ
b´ a

N
“
b´ a

N

N´1
ÿ

k“0

f

ˆ

a` k
b´ a

N

˙

.

De même,

Rpf,DN q “
b´ a

N

N´1
ÿ

k“0

f

ˆ

a` pk ` 1q
b´ a

N

˙

“
b´ a

N

N
ÿ

k“1

f

ˆ

a` k
b´ a

N

˙

.

�

Remarque. D’après les formules précédentes, on a

Rpf,DN q ´Rpf,DN q “
b´ a

N
pfpbq ´ fpaqq.

En particulier, pour n’importe quelle fonction f ,

Rpf,DN q ´Rpf,DN q Ñ 0 quand N Ñ8.

2. Convergence des sommes de Riemann

2.1. Deux petits calculs.

Exemple 1. Soit f : ra, bs Ñ R la fonction définie par fptq :“ t. Alors

Rpf,DN q
NÑ8
ÝÝÝÝÑ

b2

2
´
a2

2
et Rpf,DN q

NÑ8
ÝÝÝÝÑ

b2

2
´
a2

2
¨

Démonstration. Pour tout N P N˚, on a

Rpf,DN q “
b´ a

N

N´1
ÿ

k“0

ˆ

a` k
b´ a

N

˙

“
b´ a

N
ˆ

˜

Na`
b´ a

N

N´1
ÿ

k“0

k

¸

“ pb´ aq

ˆ

a`
pb´ aq

N2
ˆ
NpN ´ 1q

2

˙

“ pb´ aq

ˆ

a`
pb´ aq

2
ˆ
N ´ 1

N

˙

.

Comme N´1
N Ñ 1 quand N Ñ8, on en déduit que

Rpf,DN q
NÑ8
ÝÝÝÝÑ pb´ aq

ˆ

a`
b´ a

2

˙

“ pb´ aq
b` a

2
“
b2 ´ a2

2
¨

Et de même pour Rpf,DN q puisque Rpf,DN q ´Rpf,DN q Ñ 0. �
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Exemple 2. Soit f : ra, bs Ñ R la fonction définie par fptq :“ et. Alors

Rpf,DN q
NÑ8
ÝÝÝÝÑ eb ´ ea et Rpf,DN q

NÑ8
ÝÝÝÝÑ eb ´ ea.

Démonstration. Pour tout N P N˚, on a

Rpf,DN q “
b´ a

N

N´1
ÿ

k“0

ea`k
b´a
N

“
b´ a

N
ea ˆ

N´1
ÿ

k“0

`

e
b´a
N

˘k
car ea`k

b´a
N “ ea ˆ pe

b´a
N qk

“
b´ a

N
ea ˆ

1´ eb´a

1´ e
b´a
N

“ peb ´ eaq ˆ
b´a
N

e
b´a
N ´ 1

¨

Comme eu´1
u Ñ 1 quand u Ñ 0 (car eu „ 1 ` u au voisinage de 0), on en déduit que

Rpf,DN q Ñ eb ´ ea. Et de même pour Rpf,DN q. �

Sur les deux exemples qu’on vient de traiter, on constate que les sommes de Rie-

mann Rpf,DN q et Rpf,DN q tendent vers
şb
a fptq dt quand N Ñ8. Même si les calculs

qu’on a fait sont assez particuliers, on se doute que ceci ne peut pas être une simple
cöıncidence...

2.2. Un résultat général.

Notation. Pour tout D “
`

pJ0, t0q, . . . , pJN´1, tN´1q
˘

P DPpra, bsqs, on pose

|D| :“ max
`

|J0|, . . . , |JN´1|
˘

.

On dit que |D| est le pas du découpage pointé D.

Exemple. Soit N P N˚. Pour les découpages réguliers DN et DN , on a

|DN | “
b´ a

N
“ |DN |.

Théorème 2.1. Si f : ra, bs Ñ C est une fonction intégrable au sens de Riemann

quelconque, alors Rpf,Dq tend vers
şb
a fptq dt quand |D| Ñ 0. Autrement dit : pour tout

ε ą 0 donné, on peut trouver un δ ą 0 tel que
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Rpf,Dq ´
ż b

a
fptq dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď ε pour tout D P DPpra, bsq vérifiant |D| ă δ.

Preuve dans le cas où f est continue. On aura besoin du fait suivant (qui servira
aussi dans la preuve du cas général).

Fait. Pour tout D “
`

pJ0, t0q, . . . , pJN´1, tN´1q
˘

P DPpra, bsq, on a

(2.1)

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Rpf,Dq ´
ż b

a
fptq dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

N´1
ÿ

k“0

ż

Jk

|fptq ´ fptkq| dt.
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Preuve du Fait. Par Chasles, on peut écrire
ż b

a
fptq dt “

N´1
ÿ

k“0

ż

Jk

fptq dt.

De plus, on a

fptkq |Jk| “

ż

Jk

fptkq dt pour k “ 0, . . . , N ´ 1,

et donc

Rpf,Dq “
N´1
ÿ

k“0

ż

Jk

fptkq dt.

On obtient ainsi

Rpf,Dq ´
ż b

a
fptq dt “

N´1
ÿ

k“0

ż

Jk

pfptkq ´ fptqq dt;

d’où le résultat par l’inégalité triangulaire (micro-exo). �

Maintenant, soit ε ą 0 fixé. On cherche : un δ ą 0 tel que
ˇ

ˇ

ˇ
Rpf,Dq ´

şb
a fptq dt

ˇ

ˇ

ˇ
ď ε

pour tout D P DPpra, bsq vérifiant |D| ă δ.
Comme f est continue sur ra, bs, elle est uniformément continue (Théorème 1.6 du

Chapitre 1). Donc on peut trouver δ ą 0 tel que

|fpvq ´ fpuq| ď ε{pb´ aq pour tous u, v P ra, bs vérifiant |v ´ u| ă δ.

On va montrer que ce δ convient.
Soit D “

`

pJ0, t0q, . . . , pJN´1, tN´1q
˘

P DPpra, bsq vérifiant |D| ă δ, i.e.

|Jk| ă δ pour k “ 0, . . . , N ´ 1.

Si k P J0, N ´ 1K et si t P Jk, alors |t ´ tk| ď |Jk| ă δ puisque tk P Jk ; donc, par
définition de δ, on a

|fptq ´ fptkq| ď ε{pb´ aq pour tout k et pour tout t P Jk.

Par (2.1), on en déduit
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Rpf,Dq ´
ż b

a
fptq dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

N´1
ÿ

k“0

ż

Jk

|fptq ´ fptkq| dt

ď

N´1
ÿ

k“0

ż

Jk

ε

b´ a
dt

“

ż b

a

ε

b´ a
dt “ ε.

�

Preuve dans le cas général. On veut montrer la convergence des sommes de Rie-

mann vers
şb
a fptq dt pour toute fonction (R)-intégrable f : ra, bs Ñ C. En considérant

séparément Repfq et Impfq, on se ramène au cas d’une fonction f à valeurs réelles.

Cas 1. On suppose que f est en escalier.
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Soit S “ ps0, . . . , sM q une subdivision de ra, bs adaptée à f :

fptq ” cm sur Im “ ssm, sm`1r pour m “ 0, . . . ,M ´ 1.

Soit également C une constante telle que

|fptq| ď C pour tout t P ra, bs.

Fait. Si D “
`

pJ0, t0q, . . . , pJN´1, tN´1q
˘

est un découpage pointé quelconque de
ra, bs, alors

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Rpf,Dq ´
ż b

a
fptq dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď 4MC |D|.

Preuve du Fait. Par (2.1), on sait que

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Rpf,Dq ´
ż b

a
fptq dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

N´1
ÿ

k“0

ż

Jk

|fptq ´ fptkq| dt.

De plus, si k P J0, N ´ 1K, alorsr ou bien Jk contient un point sm ;r ou bien Jk est entièrement contenu dans un intervalle ssm, sm`1r, et donc
fpxq “ cm pour tout x P Jk.

Donc, si on pose

K “
 

k P J0, N ´ 1K; Jk contient un point sm
(

,

alors

@k R K :

ż

Jk

|fptq ´ fptkq| dt “

ż

Jk

|cm ´ cm| dt “ 0.

Par conséquent, on a en fait
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Rpf,Dq ´
ż b

a
fptq dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
ÿ

kPK

ż

Jk

|fptq ´ fptkq|
looooooomooooooon

ď2C

dt

ď
ÿ

kPK

2C |Jk|

ď 2C |D| ˆ#K.

Enfin, pour tout m P J0,MK, le point sm appartient à au plus 2 intervalles Jk, et même
à 1 seul Jk si m “ 0 ou m “M . Donc

#K ď 1` 2ˆ pM ´ 1q ` 1 “ 2M,

ce qui termine la preuve du Fait. �

Par le Fait, on voit que si on choisit δ tel que 4MCδ ď ε, alors
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Rpf,Dq ´
ż b

a
fptq dt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď ε pour tout D P DPpra, bsq vérifiant |D| ă δ.

Donc on a le résultat souhaité dans le cas d’une fonction f en escalier.

Cas 2. On suppose seulement que f est (R)-intégrable sur ra, bs.
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Soit ε ą 0 donné. Comme f est intégrable sur ra, bs, on peut trouver deux fonctions
en escalier ϕ et ψ telles que

ϕ ď f ď ψ et

ż b

a
pψ ´ ϕq ď ε{2.

On a alors en particulier
ż b

a
ϕ ď

ż b

a
fptq dt ď

ż b

a
ψ, et

Rpϕ,Dq ď Rpf,Dq ď Rpψ,Dq pour tout D P DPpra, bsq.

Donc, si D P DPpra, bsq alors

Rpϕ,Dq ´
ż b

a
ψ ď Rpf,Dq ´

ż b

a
fptq dt ď Rpψ,Dq ´

ż b

a
ϕ.

Comme
şb
a ψ ď

şb
a ϕ` ε{2, on en déduit

ˆ

Rpϕ,Dq ´
ż b

a
ϕ

˙

´ ε{2 ď Rpf,Dq ´
ż b

a
fptq dt ď

ˆ

Rpψ,Dq ´
ż b

a
ψ

˙

` ε{2;

et donc a fortiori

(˚) ´

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Rpϕ,Dq ´
ż b

a
ϕ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

´ ε{2 ď Rpf,Dq ´
ż b

a
fptq dt ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Rpψ,Dq ´
ż b

a
ψ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

` ε{2

pour tout D P DPpra, bsq.

Par le Cas 1 appliqué à ϕ et à ψ, on peut ensuite trouver δ ą 0 tel que

(˚˚)

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Rpϕ,Dq ´
ż b

a
ϕ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď ε{2 et

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Rpψ,Dq ´
ż b

a
ψ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď ε{2

pour tout D P DPpra, bsq vérifiant |D| ă δ. (On prend le plus petit des deux δ, celui
associé à ϕ et celui associé à ψ.)

En combinant p˚q et p˚˚q, on obtient

´ε ď Rpf,Dq ´
ż b

a
fptq dt ď ε pour tout D P DPpra, bsq vérifiant |D| ă δ;

ce qui est le résultat souhaité. �

Corollaire 2.2. Si f : ra, bs Ñ C est intégrable au sens de Riemann, alors

b´ a

N

N´1
ÿ

k“0

f

ˆ

a` k
b´ a

N

˙

NÑ8
ÝÝÝÝÑ

ż b

a
fptq dt et

b´ a

N

N
ÿ

k“1

f

ˆ

a` k
b´ a

N

˙

NÑ8
ÝÝÝÝÑ

ż b

a
fptq dt.

Démonstration. C’est clair par le théorème puisque les sommes considérées sont
les sommes de Riemann “régulières” Rpf,DN q et Rpf,DN q et que |DN | “

b´a
N “ |DN |

tend vers 0 quand N Ñ8. �
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Remarque. Explication de la notation
şb
a fptq dt.

Soit T “ pt0, . . . , tN q une subdivision de ra, bs et soit pJ0, . . . , JN´1q le découpage de
ra, bs associé (Jk “ rtk, tk`1s). Pour k “ 0, . . . , N ´ 1, posons

δtk :“ tk`1 ´ tk “ |Jk|.

Alors, pour le découpage pointé D “
`

pJ0, t0q, . . . , pJN´1, tN´1q
˘

, on a

Rpf,Dq “
N´1
ÿ

k“0

fptkq δtk

“ Sba fptq δt,

où Sba veut dire “somme pour tous les t dans ra, br appartenant à la subdivision T”.
Avec ces notations, le Théorème 2.1 s’énonce comme suit :

Sba fptq δtÑ

ż b

a
fptq dt quand δtÑ 0.

Ainsi, on peut dire que
şb
a fptq dt est ce qu’on obtient quand, dans la somme Sba fptq δt,

le δt devient un “dt infinitésimal”. Le symbole de somme S est remplacé par un “S al-
longé”

ş

, qu’on peut interpréter comme un symbole de “somme continue” (on “somme”
une infinité non dénombrable d’“infinitésimaux”). Que ceci soit ou non convaincant, il
est important de retenir le “slogan” suivant :

Une intégrale, c’est une limite de sommes.

3. Réciproque

Le théorème suivant montre que la convergence des sommes de Riemann caractérise
l’intégrabilité au sens de Riemann.

Théorème 3.1. Soit f : ra, bs Ñ C. On suppose que Rpf,Dq admet une limite
quand |D| Ñ 0 ; autrement dit, qu’il existe un nombre L P C tel que la chose suivante
ait lieu : pour tout ε ą 0 donné, on peut trouver un δ ą 0 tel que

|Rpf,Dq ´ L| ď ε pour tout D P DPpra, bsq vérifiant |D| ă δ.

Alors on peut conclure que f est (R)-intégrable sur ra, bs et que L “
şb
a fptq dt.

Démonstration. En considérant séparément Refpfq et Impfq, on se ramène au cas
où f est à valeurs réelles (et donc L P R).

(i) Montrons d’abord que f est bornée.
Si on prend ε :“ 6, on peut trouver δ ą 0 tel que |Rpf,Dq ´ L| ď 6 pour tout
D P DPpra, bsq vérifiant |S| ă δ. On a alors

|Rpf,Dq ď 6` |L| pour tout D P DPpra, bsq vérifiant |D| ă δ.

Fixons un découpage pointé D “
`

pJ0, t0q, . . . , pJN´1, tN´1

˘

tel que |D| ă δ. Alors,
pour tout k P J0, N ´ 1K et pour tout t P Jk, le découpage pointé Dt obtenu en
remplaçant tk par t dans D vérifie |Dt| “ |D| ă δ ; donc |Rpf,Dtq| ď |L|`6. On a ainsi

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

fptq |Jk| `
ÿ

l‰k

fptlq |Jl|

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď 6` |L|,
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et donc

|fptq| |Jk| ď 6` |L| `
ÿ

l‰k

|fptlq| |Jl| pour tout k et pour tout t P Jk.

Par conséquent, si on pose

M :“ 6` |L| ` max
0ďkďN´1

ÿ

l‰k

|fptlq| |Jl| et α :“ minp|J0|, . . . , |JN´1|q,

alors

|fptq| ď
M

α
pour tout t P ra, bs.

(ii) Montrons maintenant que pour tout ε ą 0 donné, on peut trouver deux fonc-
tions en escalier ϕ et ψ telles que

ϕ ď f ď ψ et

ż b

a
pψ ´ ϕq ď ε.

Par hypothèse, on peut trouver δ ą 0 tel que

|Rpf,Dq ´ L| ď ε{2 pour tout D P DPpra, bsq vérifiant |D| ă δ.

Dans la suite, on fixe un découpage pJ0, . . . , JN´1q de ra, bs en intervalles fermés tels
que |Jk| ă δ pour k “ 0, . . . , N ´ 1. On écrit Jk “ rsk, sk`1s, et on pose

mk :“ inf
Jk
f et Mk :“ sup

Jk

f.

Comme la fonction f est bornée, mk et Mk sont des nombres réels bien définis.

Fait. On a
N´1
ÿ

k“0

pMk ´mkq |Jk| ď ε.

Preuve du Fait. Soit η ą 0. Pour tout k P J0, N ´ 1K, on peut trouver des points
tk, tk P Jk tels que

fptkq ď mk ` η et fptkq ěMk ´ η.

Alors D :“
`

pJ0, t0q, . . . , pJN´1, tN´1q
˘

et D :“
`

pJ0, t0q, . . . , pJN´1, tN´1q
˘

sont des

découpages pointés de ra, bs vérifiant |D| ă δ et |D| ă δ. Par définition de δ, on a donc
|Rpf,Dq ´ L| ď ε{2 et |Rpf,Dq ´ L| ď ε{2, et donc

|Rpf,Dq ´Rpf,Dq| ď 2ε{2 “ ε.

Mais par le choix des tk et des tk, on a aussi

Rpf,Dq “
N´1
ÿ

k“0

fptkq |Jk| ď
N´1
ÿ

k“0

pmk ` ηq |Jk| “
N´1
ÿ

k“0

mk |Jk| ` ηpb´ aq;

et de même

Rpf,Dq ě
N´1
ÿ

k“0

Mk |Jk| ´ ηpb´ aq.

Donc

Rpf,Dq ´Rpf,Dq ě
N´1
ÿ

k“0

pMk ´mkq |Jk| ´ 2ηpb´ aq.
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On obtient ainsi
N´1
ÿ

k“0

pMk ´mkq |Jk| ď ε` 2ηpb´ aq pour tout η ą 0;

d’où le Fait. �

Soient maintenant ϕ et ψ les fonctions en escalier définies comme suit :
"

ϕptq ” mk et ψptq ”Mk sur Ik “ ssk, sk`1r,
ϕpskq “ fpskq “ ψpskq pour k “ 0, . . . , N.

Par définition, on a

ϕ ď f ď ψ et

ż b

a
pψ ´ ϕq “

N´1
ÿ

k“0

pMk ´mkq |Jk| ď ε.

Ainsi, on a montré que f est (R)-intégrable sur ra, bs. Enfin, on a nécessairement

L “
şb
a fptq dt d’après le Théorème 2.1.

�





Chapitre 5

Caractérisation de l’intégrabilité

1. Points de continuité et points de discontinuité d’une fonction

Notation. Si f : ra, bs Ñ R est une fonction quelconque, on note Contpfq l’en-
semble des points de continuité de f , i.e.

Contpfq :“
 

x P ra, bs; f est continue au point x
(

;

et on note Discpfq l’ensemble des points de discontinuité de f :

Discpfq :“
 

x P ra, bs; f n’est pas continue au point x
(

“ ra, bszContpfq.

Exemple 0. Si f est continue, alors Discpfq “ H (et réciproquement).

Exemple 1. Si f est en escalier sur ra, bs, alors Discpfq est un ensemble fini.

Exemple 2. Soit f : r0, 1s Ñ R la fonction définie par

fptq “

$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

1 si 1{2 ă t ď 1
1
2 si 1{3 ă t ď 1{2
1
3 si 1{4 ă t ď 1{3
...
0 si t “ 0

Alors f est croissante et Discpfq “ t1
2 ,

1
3 ,

1
4 , . . .u. Donc Discpfq est infini mais cependant

dénombrable.

Exemple 3. Si f : ra, bs Ñ R est une fonction réglée quelconque, alors Discpfq est
dénombrable.

Démonstration. Comme f est réglée, elle peut être approchée par des fonctions
en escalier : pour tout ε ą 0, on peut trouver une fonction en escalier θ telle que
|θptq ´ fptq| ď ε pour tout t P ra, bs. En prenant ε “ 2´n pour n P N, on obtient ainsi
une suite pθnqnPN de fonctions en escalier telle que

@n @t P ra, bs : |θnptq ´ fptq| ď 2´n.

Le point clé est alors le fait suivant :

Fait. Soit x P ra, bs. Si x est un point de continuité de toutes les fonctions θn, alors
x est un point de continuité de f .

Preuve du Fait. Supposons que x soit un point de continuité de toutes les fonctions
θn. Soit ε ą 0, et choisissons un entier n tel que 2´n ă ε{3. Alors

|θnptq ´ fptq| ă ε{3 pour tout t P ra, bs.

65
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Pour tout u P ra, bs, on a donc

|fpuq ´ fpxq| ď |fpuq ´ θnpuq| ` |θnpuq ´ θnpxq| ` |θnpxq ´ fpxq|

ď 2ε{3` |θnpuq ´ θnpxq|.

De plus, θn est par hypothèse continue au point x. Donc on peut trouver δ ą 0 tel que

|θnpuq ´ θnpxq| ă ε{3 pour tout u P ra, bs vérifiant |u´ x| ă δ.

Ainsi, on voit que

|u´ x| ă δ ùñ |fpuq ´ fpxq| ă 2ε{3` ε{3 “ ε;

ce qui prouve que f est continue au point x. �

Posons maintenant
D :“

ď

nPN
Discpθnq.

Comme chaque ensemble Discpθnq est fini (Exemple 1), on voit que D est dénombrable.
De plus, le Fait dit exactement que

Ş

nPN Contpθnq Ď Contpfq. Donc

Discpfq Ď
´

č

nPN
Contpθnq

¯c
“ D;

et donc Discpfq est dénombrable. �

Exemple 4. Supposons a ă b. Soit 1Q : ra, bs Ñ R la fonction fonction indicatrice
de Q (restreinte à ra, bs) :

1Qptq “

"

1 si t P Q
0 si t R Q

Alors 1Q n’est continue en aucun point, autrement dit Discp1Qq “ ra, bs.

Démonstration. Soit x P ra, bs quelconque, et supposons par exemple que x P Q,
de sorte que 1Qpxq “ 1. Comme “RzQ est dense dans R”, on peut trouver une suite
ptnq Ď ra, bs telle que tn R Q pour tout n P N et tn Ñ x. Alors 1Qptnq “ 0 pour tout n,
donc 1Qptnq ne tend pas vers 1 “ 1Qpxq. Ainsi, 1Q n’est pas continue au point x. Le
raisonnement est le même si x R Q (en utilisant le fait que Q est dense dans R). �

2. Ensembles négligeables

Notation. Si panqnPN est une suite de nombres réels positifs, on pose

8
ÿ

n“0

an :“ lim
NÑ8

N
ÿ

n“0

an.

Cette limite existe dans R`Yt8u car les SN “
řN
n“0 an sont ě 0 et forment une suite

croissante (SN`1 ´ SN “ aN`1 ě 0).

Remarque. On définit de même
ř8
n“p an pour n’importe quel p P N.

Exemple 1. On a
ř8
n“0 2´n “ 2.

Démonstration. On calcule directement les “sommes partielles” :

N
ÿ

n“0

2´n “
N
ÿ

n“0

p1{2qN “
1´ p1{2qN`1

1´ p1{2q
NÑ8
ÝÝÝÝÑ

1

1´ p1{2q
“ 2.

�
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Exemple 2. On a
ř8
n“1

1
n “ 8.

Démonstration. Pour tout p P N˚, on a

8
ÿ

n“0

1

n
ě

2p
ÿ

n“2

1

n

“
1

2
`

ˆ

1

3
`

1

4

˙

`

ˆ

1

5
` ¨ ¨ ¨ `

1

8

˙

` ¨ ¨ ¨

ˆ

1

2p´1 ` 1
` ¨ ¨ ¨ `

1

2p

˙

ě
1

2
` 2ˆ

1

4
` 4ˆ

1

8
` ¨ ¨ ¨ ` 2p´1 ˆ

1

2p

“
p

2
;

d’où le résultat en faisant tendre p vers l’infini. �

Exercice 5.1. Soit pal,mqpl,mqPNˆN une “suite double” de nombres positifs, et soit
pbnqnPN une énumération des al,m sans répétition, i.e. bn “ aϕpnq où ϕ : NÑ NˆN est
une bijection. Montrer qu’on a

8
ÿ

n“0

bn “
8
ÿ

l“0

8
ÿ

m“0

al,m.

(Suggestion : plutôt que d’essayer d’établir le résultat directement, démontrer deux inégalités.)

Définition 2.1. Soit E Ď R. On dit que E est négligeable si la chose suivante a
lieu : pour tout ε ą 0, on peut trouver une suite d’intervalles bornés p∆nqnPN telle que

E Ď
ď

nPN
∆n et

8
ÿ

n“0

|∆n| ď ε.

Remarque 1. ∆ “ H est un intervalle borné et |H| “ 0. Donc... E :“ H est
négligeable (prendre ∆n :“ H pour tout n).

Remarque 2. Si E Ď R et si E1 Ď E, alors E1 est négligeable.

Le fait suivant est techniquement important.

Remarque 2.2. Dans la définition d’un ensemble négligeable, on peut remplacer
“intervalle borné” par “intervalle ouvert borné”.

Démonstration. Évidemment, la définition avec “intervalle ouvert borné” est plus
forte que la définition initiale.

Inversement, supposons que E soit négligeable. Étant donné ε ą 0, il s’agit de
voir qu’on peut trouver une suite d’intervalles ouverts bornés p∆nqnPN telle que E Ď
Ť

nPN ∆n et
ř8
n“0 |∆n| ď ε.

Comme E est négligeable, on peut trouver une suite d’intervalles bornés pr∆nqnPN
telle que

E Ď
ď

nPN

r∆n et
8
ÿ

n“0

|r∆n| ď ε{2.

Ensuite, pour tout n P N, on peut trouver un intervalle ouvert borné ∆n “un tout petit

peu plus gros que r∆n” ; de façon précise, tel que

r∆n Ď ∆n et |∆n| ď |r∆n| ` 2´nε{4.
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Alors

E Ď
ď

nPN
∆n

puisque les ∆n sont plus gros que les r∆n, et
8
ÿ

n“0

|∆n| ď

8
ÿ

n“0

`

|r∆n| ` 2´nε{4
˘

“

8
ÿ

n“0

|r∆n| `

8
ÿ

n“0

2´nε{4

ď ε{2` 2ε{4 “ ε.

�

Exemple 1. Tout singleton tau Ď R est négligeable.

Démonstration. Soit ε ą 0 quelconque. Si on pose ∆0 :“ tau “ ra, as et ∆n :“ H
pour n ě 1, alors tau Ď

Ť

nPN In et
ř8
n“0 |∆n| “ 0 ď ε ( !) �

Exemple 2. Tout ensemble dénombrable E Ď R est négligeable.

Démonstration. On suppose que E ‰ H, et on écrit E “ tan; n P Nu. Soit ε ą 0
quelconque. Pour n P N, on pose ∆n :“ tanu “ ran, ans. Alors E Ď

Ť

nPN ∆n et
ř8
n“0 |∆n| “ 0 ď ε. �

Exemple 3. Si I Ď R est un intervalle non trivial, alors I n’est pas négligeable.

Démonstration. Par hypothèse, I contient un intervalle ra, bs non trivial, i.e. avec
a ă b. Il suffit donc de montrer que ra, bs n’est pas négligeable ; ce qui va découler
immédiatement du fait suivant.

Fait. Si p∆nqnPN est une suite d’intervalles ouverts telle que ra, bs Ď
Ť

nPN ∆n,
alors

ř8
n“0 |∆n| ě b´ a.

Preuve du Fait. Pour tout x P ra, bs, on peut trouver un entier npxq P N tel que
x P ∆npxq. Par le Lemme de Cousin appliqué avec Vx :“ ∆npxq, on peut trouver une
subdivision S “ ps0, . . . , sN q de ra, bs telle que tout intervalle Jk “ rsk, sk`1s est
contenu dans un certain ∆npxkq. Pour n P N, posons

Kn :“ tk P J0, N ´ 1K; npxkq “ nu.

Par définition, on a Jk Ď ∆n pour tout k P Kn. Comme les intervalles Jk sont “presque
disjoints” (ils ne s’intersectent qu’en leurs extrémités), on en déduit (exo)

ÿ

kPKn

|Jk| ď |∆n| pour tout n P N.

De plus, les Kn sont deux à deux disjoints par définition, et J0, N ´ 1K “
Ť

nPN Kn.
Enfin, comme il n’y a qu’un nombre fini de npxkq, il existe un entier N0 tel que Kn “ H

pour tout n ą N0. Ainsi

J0, N ´ 1K “
N0
ď

n“0

Kn union disjointe.
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On peut donc écrire

b´ a “
N´1
ÿ

k“0

|Jk| “
N0
ÿ

n“0

ÿ

kPKn

|Jk|;

et on en déduit

b´ a ď
N0
ÿ

n“0

|∆n| ď

8
ÿ

n“0

|∆n|.

�

Par le Fait, on voit que si on prend ε ă b´a, on ne pourra jamais “recouvrir” ra, bs
par une suite d’intervalles ouverts p∆nq telle que

ř8
n“0 |∆n| ď ε. Donc ra, bs n’est pas

négligeable, d’après la Remarque 2.2. �

Le résultat suivant est “très important”.

Proposition 2.3. Toute réunion dénombrable d’ensembles négligeables est en-
core un ensemble négligeable. Autrement dit : si pElqlPN est une suite d’ensembles
négligeables, alors E “

Ť

lPNEl est négligeable.

Démonstration. Soit ε ą 0 quelconque. Comme les El sont négligeables, on peut,
pour tout l P N, trouver une suite p∆l,mqmPN d’intervalles ouverts telle que

El Ď
ď

mPN
Il,m et

8
ÿ

m“0

|∆l,m| ď 2´l ε{2.

Alors
E “

ď

lPN
El Ď

ď

lPN

ď

mPN
∆l,m “

ď

pl,mqPNˆN
∆l,n.

Maintenant, comme l’ensemble Nˆ N est dénombrable, on peut énumérer les ∆l,m en
une suite p∆nqnPN, sans répétition. Alors E Ď

Ť

nPN ∆n ; et d’après l’Exercice 5.1, on a

8
ÿ

n“0

|∆n| “

8
ÿ

l“0

8
ÿ

m“0

|∆l,m| ď

8
ÿ

l“0

2´l ε{2 “ ε.

�

3. Théorème de Lebesgue-Vitali

Soit ra, bs Ď R. On sait que toute fonction réglée est intégrable au sens de Riemann
sur ra, bs, et que la fonction 1Q : ra, bs Ñ R définie par 1Qptq “ 1 si t P Q et 1Qptq “ 0
si t R Q n’est pas intégrable au sens de Riemann sur ra, bs. Par ailleurs, on sait aussi
que l’ensemble des points de discontinuité d’une fonction réglée est dénombrable, donc
en particulier négligeable, et que Discp1Qq “ ra, bs n’est pas négligeable. Le théorème
suivant montre que ceci n’est pas du tout un hasard.

Théorème 3.1. Une fonction f : ra, bs Ñ R est intégrable au sens de Riemann
sur ra, bs si et seulement si f est bornée et l’ensemble de ses points de discontinuité
est négligeable.

Ce théorème est remarquablement général, et permet en particulier de retrouver
très rapidement un certain nombres de résultats qu’on a déjà démontrés “à la main”.

Corollaire 3.2. Toute fonction réglée f : ra, bs Ñ R est intégrable au sens de
Riemann.
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Démonstration. Si f est réglée, alors f est bornée (Exercice 2.1 du Chapitre 2), et
Discpfq est dénombrable. �

Corollaire 3.3. Si f : ra, bs Ñ R est bornée et n’a qu’un nombre fini de points
de discontinuité, alors f est intégrable au sens de Riemann.

Démonstration. C’est évident par le théorème. �

Corollaire 3.4. La somme et le produit de deux fonctions intégrables au sens de
Riemann sont encore des fonctions intégrables au sens de Riemann.

Démonstration. Si f, g : ra, bs Ñ R sont deux fonctions quelconques, alors tout
point de continuité commun à f et à g est un point de continuité de f ` g et de fg.
Autrement dit : Contpfq X Contpgq Ď Contpf ` gq et Contpfq X Contpgq Ď Contpfgq.
On a donc Discpf ` gq Ď Discpfq Y Discpgq et Discpfgq Ď Discpfq Y Discpgq. Par la
Proposition 2.3, on en déduit que si Discpfq et Discpgq sont tous les deux négligeables,
alors Discpf ` gq et Discpfgq le sont également. De plus, si f et g sont bornées, alors
f ` g et fg le sont aussi. D’où le résultat. �

Le Théorème 3.1 permet également d’obtenir très facilement des résultats nouveaux
non triviaux, qu’il ne serait pas du tout évident de démontrer “à la main” :

Corollaire 3.5. Soit f : ra, bs Ñ R une fonction intégrable au sens de Riemann.
Si Φ est une fonction continue sur un ensemble D Ď R contenant fpra, bsq et si la
fonction Φ ˝ f est bornée, alors Φ ˝ f est intégrable au sens de Riemann sur ra, bs. En
particulier, c’est le cas si Φ est continue sur un intervalle fermé contenant fpra, bsq.

Démonstration. Comme Φ est continue, tout point de continuité de f est aussi
un point de continuité de Φ ˝ f . Donc DiscpΦ ˝ fq Ď Discpfq. Donc DiscpΦ ˝ fq est
négligeable, et donc Φ ˝ f est intégrable si elle est de plus bornée.

Supposons que Φ soit continue sur un intervalle fermé contenant fpra, bsq. Comme
f est bornée, on peut trouver un intervalle fermé borné J contenant fpra, bsq tel que Φ
est continue sur J . Alors Φ est bornée sur J (fonction continue sur un intervalle fermé
borné), et donc Φ ˝ f est bornée sur ra, bs. �

Exemple 1. Si f : ra, bs Ñ R est intégrable et f ě 0, alors la fonction fα est
intégrable pour tout α ą 0.

Démonstration. On applique le Corollaire 3.5 avec Φpxq “ xα, qui est continue sur
l’intervalle fermé r0,8r. �

Exemple 2. Si f : ra, bs Ñ R est intégrable avec fptq ‰ 0 pour tout t P ra, bs. Si la
fonction 1{f est bornée sur ra, bs, alors elle est intégrable sur ra, bs.

Démonstration. Par hypothèse, fpra, bsq est contenu dans R˚. On applique le Co-
rollaire 3.5 avec Φpxq “ 1{x, qui est continue sur D “ R˚. �

Remarque. La fonction 1{f est bornée sur ra, bs si et seulement si il existe une
constante δ ą 0 telle que @t P ra, bs : |fptq| ě δ.

Démonstration. Exo. �

Exemple 3. Soit f : r0, 1s Ñ R définie par fp0q “ 6 et fptq “ t pour 0 ă t ď 1.
Alors f est intégrable et fptq ‰ 0 pour tout t P r0, 1s, mais la fonction 1{f n’est pas
intégrable sur r0, 1s car elle n’est pas bornée. Il ne faut donc pas oublier de vérifier que
Φ ˝ f est bornée si on veut appliquer le Corollaire 3.5.
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4. Preuve du Théorème de Lebesgue-Vitali

4.1. Notations. Dans ce qui suit, on fixe une fonction bornée f : ra, bs Ñ R. Il
s’agit de montrer que f est intégrable au sens de Riemann si et seulement si Discpfq
est négligeable.

Notation 1. Pour tout intervalle J Ď ra, bs, on pose

oscpf, Jq :“ sup
J
f ´ inf

J
f.

On dit que oscpf, Jq est l’oscillation de f sur l’intervalle J .

Exercice. Montrer qu’on a oscpf, Jq “ sup
 

|fpyq ´ fpxq|; x, y P J
(

.

Fait 4.1. Soit x P ra, bs. Alors x P Contpfq si et seulement si la propriété p˚q
suivante a lieu : pour tout ε ą 0, on peut trouver un intervalle ouvert V contenant x
tel que oscpf, V X ra, bsq ď ε.

Démonstration. Supposons que x P Contpfq, et fixons ε ą 0. Comme x P Contpfq,
on peut trouver un intervalle ouvert V contenant x tel que |fptq ´ fpxq| ď ε{2 pour
tout t P V X ra, bs. On a ainsi

@t P V X ra, bs : fpxq ´ ε{2 ď fptq ď fpxq ` ε{2.

On en déduit

sup
VXra,bs

ď fpxq ` ε{2 et inf
VXra,bs

ě fpxq ´ ε{2;

et donc oscpf, V X ra, bsq ď pfpxq ` ε{2q ´ pfpxq ´ ε{2q “ ε.

Supposons maintenant que x R Contpfq. Alors, on peut trouver ε0 ą 0 tel que la
chose suivante ait lieu : pour tout intervalle ouvert V contenant x, il existe un point
yV P V X ra, bs tel que |fpyV q ´ fpxq| ě ε0. Comme x et yV sont dans V X ra, bs, on a
alors |fpyV q ´ fpxq| ď oscpf, V X ra, bsq (exo déjà posé). Donc oscpf, V X ra, bsq ě ε0

pour tout intervalle ouvert V contenant x ; et donc la propriété p˚q n’a pas lieu. �

Notation 2. Pour tout η ą 0, on pose

Dηpfq :“
!

x P ra, bs; oscpf, I X ra, bsq ą η pour tout intervalle ouvert I contenant x
)

.

Fait 4.2. On a Discpfq “
Ť

nPN˚ D1{npfq.

Démonstration. Par le Fait 4.1 un point x P ra, bs appartient à Discpfq si et seule-
ment si la propriété p˚q n’a pas lieu ; autrement dit (en changeant les notations : η au
lieu de ε et I au lieu de V ), si et seulement si il existe un η ą 0 tel que x P Dηpfq.
Ainsi, on a Discpfq “

Ť

ηą0Dηpfq. Donc certainement Discpfq Ě
Ť

nPN˚ D1{npfq.

De plus, pour tout η ą 0 on peut trouver un entier n tel que 1
n ď η, et alors

Dηpfq Ď D1{npfq (micro-exo). Donc Dηpfq Ď
Ť

nPN˚ D1{npfq pour tout η ą 0, et
donc Discpfq “

Ť

ηą0Dηpfq Ď
Ť

nPN˚ D1{npfq. �
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4.2. Preuve de l’implication “directe”. Supposons que f soit intégrable au
sens de Riemann sur ra, bs, et montrons que Discpfq est négligeable.

Comme Discpfq “
Ť

nPN˚ D1{npfq et comme une réunion dénombrable d’ensembles
négligeables est négligeable (Proposition 2.3), il suffit de montrer que pour tout η ą 0,
l’ensemble Dηpfq est négligeable. On fixe donc η0 ą 0.

Soit ε ą 0. Il s’agit de trouver une suite p∆nq d’intervalles bornés telle que
Dη0 Ď

Ť

nPN ∆n et
ř8
n“0 |∆n| ď ε. En fait, on va montrer qu’il existe une suite fi-

nie d’intervalles ∆1, . . . ,∆M vérifiant cette propriété.

Soit δ ą 0 à choisir ultérieurement. Comme f est intégrable sur ra, bs, on peut
trouver des fonctions en escalier ϕ et ψ telles que

ϕ ď f ď ψ et

ż b

a
pψ ´ ϕq ď δ.

Soit S “ ps0, . . . , sN q une subdivision adaptée à ϕ et à ψ :

ϕptq ” αk et ψptq ” βk sur Ik “ ssk, sk`1r , 0 ď k ď N ´ 1.

Fait. Si on pose K :“
 

k P J0, N ´ 1K; Ik XDη0 ‰ H
(

, alors

ÿ

kPK

|Ik| ď
1

η0
δ.

Preuve du Fait. Comme αk ď fptq ď βk sur Ik, on a

oscpf, Ikq ď βk ´ αk pour tout k P J0, N ´ 1K.

De plus, si k P K, alors Ik contient un point x P Dη0pfq, et donc oscpf, Ikq ą η0 par
définition de Dη0pfq. Par conséquent :

βk ´ αk ą η0 pour tout k P K.

On en déduit
ÿ

kPK

pβk ´ αkq |Ik| ě η0

ÿ

kPΛ

|Ik|.

Mais par ailleurs, on a aussi

ÿ

kPK

pβk ´ αkq |Ik| ď
N´1
ÿ

k“0

pβk ´ αkq |Ik| “

ż b

a
pψ ´ ϕq ď δ.

Donc

η0

ÿ

kPK

|Ik| ď δ.

�

La Fait va permettre de conclure rapidement. Par définition de K, on a

Dη0pfq Ď
ď

kPK

Ik Y ts0, . . . , sNu.

Pour k “ 0, . . . , N , posons

∆pskq :“ tsku “ rsk, sks;
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et soit ∆1, . . . ,∆M une énumération sans répétitions de la famille finie d’intervalles
tIk; k P Ku Y t∆pskq; k P J0, NKu. Alors

Dη0pfq Ď
M
ď

n“1

∆n,

et
M
ÿ

n“1

|∆n| “
ÿ

kPK

|Ik| `
N
ÿ

k“0

|∆pskq|

“
ÿ

kPK

|Ik| ` 0

ď δ{η0 par le Fait

ď ε si δ est assez petit.

On a donc bien montré que Dηpfq est négligeable pour tout η ą 0, et donc que
Discpfq “

Ť

nPN˚ D1{npfq est négligeable.

4.3. Preuve de l’implication “réciproque”. Supposons que Discpfq soit un
ensemble négligeable, et montrons que la fonction f est intégrable au sens de Riemann
sur ra, bs.

Soit ε ą 0. Il s’agit de trouver deux fonctions en escalier ϕ et ψ telles que

ϕ ď f ď ψ et

ż b

a
pψ ´ ϕq ď ε.

Soit δ ą 0 à choisir ultérieurement. Comme Discpfq est négligeable, on peut trouver
une suite d’intervalles ouverts p∆nqnPN telle que

Discpfq Ď
ď

nPN
∆n et

8
ÿ

n“0

|∆n| ď δ.

Pour tout x P Discpfq, on peut donc choisir un entier npxq tel que x P ∆npxq. On pose
alors Vx :“ ∆npxq.

Par ailleurs, pour tout x P Contpfq, on peut trouver un intervalle ouvert Vx tel que
osc

`

f, Vx X ra, bs
˘

ď δ.
Ainsi, on a associé à tout point x P ra, bs un intervalle ouvert Vx tel que

$

&

%

x P Vx pour tout x P ra, bs,
Vx “ ∆npxq si x P Discpfq,
osc

`

f, Vx X ra, bs
˘

ď δ si x P Contpfq.

Par le Lemme de Cousin, on peut trouver une subdivision S “ ps0, . . . , sN q de ra, bs
telle que pour tout k “ 0, . . . , N ´ 1 :

Jk :“ rsk, sk`1s Ď Vxk pour un certain xk P ra, bs.

Dans la suite, on posera

Kcont :“
 

k P J0, N ´ 1K; xk P Contpfq
(

et Kdisc :“
 

k P J0, N ´ 1K; xk P Discpfq
(

.

Fait 1. On a
ř

kPKdisc

|Jk| ď
8
ř

n“0
|∆n| ď δ.
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Preuve du Fait 1. On répète un raisonnement déjà fait quand on a montré qu’un
intervalle non-trivial n’est pas négligeable.

Par définition des Vx, on a Jk Ď ∆npxkq pour tout k P Kdisc. Donc, si pour n P N
on pose Kn :“ tk P Kdisc; npxkq “ nu, alors Jk Ď ∆n pour tout k P Kn. Comme les
intervalles Jk sont “presque disjoints”, on a donc

ř

kPKn
|Jk| ď |∆n| pour tout n P N.

Et comme les Kn non vides forment une partition finie de Kdisc, on en déduit

ÿ

kPKdisc

|Jk| “
8
ÿ

n“0

ÿ

kPKn

|Jk| ď
8
ÿ

n“0

|∆n|.

�

Dans la suite, pour k “ 0, . . . , N ´ 1, on posera

mk :“ inf
Ik
f et Mk :“ sup

Ik

f, où Ik “ ssk, sk`1r.

On pose également
}f}8 :“ sup

 

|fptq|; t P ra, bs
(

.

Fait 2. On a Mk ´mk ď 2}f}8 pour tout k P J0, N ´ 1K, et Mk ´mk ď δ pour
tout k P Kcont.

Preuve du Fait 2. Comme ´}f}8 ď fptq ď }f}8, on a mk ě ´}f}8 et Mk ď }f}8
pour tout k, ce qui donne la 1ère partie du Fait. Pour la 2ème partie, il suffit d’observer
que Mk ´mk “ oscpf, Ikq, et que oscpf, Ikq ď oscpf, Jkq ď oscpf, Vxk X ra, bsq ď δ si
k P Kcont (puisque xk P Contpfq). �

Soient maintenant ϕ et ψ les fonctions en escalier définies comme suit :
"

ϕptq ” mk et ψptq ”Mk sur Ik pour k “ 0, . . . , N ´ 1,
ϕpskq “ fpskq “ ψpskq pour k “ 0, . . . , N.

Par définition, on a
ϕ ď f ď ψ.

De plus,
ż b

a
pψ ´ ϕq “

N´1
ÿ

k“0

pMk ´mkq |Jk|

“
ÿ

kPKcont

pMk ´mkq |Jk| `
ÿ

kPKdisc

pMk ´mkq |Jk|

ď δ
ÿ

kPKcont

|Jk| ` 2}f}8
ÿ

kPKdisc

|Jk| par le Fait 2

ď δ
N´1
ÿ

k“0

|Jk| ` 2}f}8 ˆ δ par le Fait 1

“ δ pb´ a` 2}f}8q.

Donc
şb
apψ ´ ϕq ď ε si δ est choisi assez petit.



Chapitre 6

Fonctions convexes

1. Vocabulaire géométrique

1.1. Segments.

Notations. Si u, v P R, on note ru, vs l’intervalle fermé d’extrémités u et v. Si A
et B sont deux points de R2, on note rA,Bs le segment d’extrémités A et B.

Lemme 1.1. (paramétrisation)

(1) Soient u, v P R. Si x P R, alors

x P ru, vs ðñ Dλ P r0, 1s : x “ p1´ λqu` λv.

(2) Soient A “ pxA, yAq et B “ pxB, yBq deux points de R2. Si M “ pxM , yM q P
R2, alors

M P rA,Bs ðñ Dλ P r0, 1s :
ÝÝÑ
AM “ λ

ÝÝÑ
AB

ðñ Dλ P r0, 1s :

xM “ p1´ λqxA ` λxB et yM “ p1´ λqyA ` λyB.

Démonstration. (2) Par définition :

M P rA,Bs ðñ Dλ P r0, 1s :
ÝÝÑ
AM “ λ

ÝÝÑ
AB (faire un dessin)

ðñ Dλ P r0, 1s : xM ´ xA “ λpxB ´ xAq et yM ´ yA “ λpyB ´ yAq

ðñ ce qu’on veut.

(1) On applique (2) aux points A :“ pu, 0q, B :“ pv, 0q et M :“ px, 0q. �

Remarque. Dans (2), c’est le même λ P r0, 1s pour xM et pour yM .

1.2. Au dessus, en dessous.

Définition 1.2. Soit E une partie de R2, et soit M P R2. On dit que M est au
dessus de E sir la droite verticale DM passant par M rencontre E, i.e. il existe au moins 1

point de E ayant la même abscisse que M ;r M est au dessus de tous les points de DM X E, i.e. l’ordonnée de M est
supérieure ou égale a l’ordonnée de tout point de E ayant la même abscisse
que M .

De même, on dit que M est en dessous de E si DM X E ‰ H et si M est en dessous
de tous les points de DM X E.

Faire un dessin

75
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Exemple. Soit f : I Ñ R où I est un intervalle de R, et soit M “ px, yq P R2.
Alors

M est au dessus de graphe de f ðñ
`

x P I et y ě fpxq
˘

, et

M est en dessous de graphe de f ðñ
`

x P I et y ď fpxq
˘

Lemme 1.3. Soit ∆ une droite non verticale de R2, et soient A,B P R2. Si A et B
sont au dessus de ∆, alors tous les points de rA,Bs sont au dessus de ∆.

∆

A
B

Démonstration. Soit M un point quelconque de rA,Bs. Notons A1, B1 et M 1 les
point de ∆ ayant mêmes abscisses que A, B et M (ces points existent et sont uniques
puisque ∆ est une droite non verticale ; faire un dessin). Comme A et B sont au dessus
de ∆, on sait que yA ě yA1 et yB ě yB1 . De plus, comme M P rA,Bs, on sait qu’on
peut écrire

xM “ p1´ λqxA ` λxB et yM “ p1´ λqyA ` λyB

pour un certain λ P r0, 1s. De manière équivalente,

ÝÝÑ
AM “ λ

ÝÝÑ
AB.

D’après le Théorème de Thalès, on a
ÝÝÝÑ
A1M 1 “ λ

ÝÝÑ
A1B1 pour le même λ. Donc yM 1 “

p1´λqyA1`λyB1 ; et comme λ et 1´λ sontě 0, on en déduit que yM 1 ď p1´λqyA`λyB “
yM . Donc M est au dessus de ∆. �

2. Fonctions convexes, fonctions concaves

Dans ce qui suit, I est un intervalle de R.

2.1. Définitions géométriques.

Notation. Pour toute fonction f : I Ñ R, on note Gf le graphe de f :

Gf “
 

px, fpxqq; x P I
(

.

Définition 2.1. Soit f : I Ñ R.

(1) On dit que la fonction f est convexe sur I si “le graphe de f est en dessous
de toutes ses cordes” ; autrement dit : si, pour tous A,B P Gf , le segment
rA,Bs est au dessus de Gf .

I

Gf
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(2) On dit que f est concave si, pour tous A,B P Gf , le segment rA,Bs est en
dessous de Gf .

I

Gf

Reformulation.

(1) La fonction f est convexe si et seulement si

@A,M,B P Gf avec xM P rxA, xBs, le point M est en dessous de rA,Bs.

(2) La fonction f est concave si et seulement si

@A,M,B P Gf avec xM P rxA, xBs, le point M est au dessus de rA,Bs.

Remarque 1. On a l’équivalence (f convexe) ðñ (´f concave).

Démonstration. Les graphes de f et de ´f sont symétriques par rapport à l’axe
des abscisses ; et quand on effectue cette symétrie, “au dessus” devient “en dessous”
et vice versa �

Remarque 2. “En dessous” et “au dessus” sont pris au sens large : si on est sur le
segment rA,Bs (ou sur Gf ), on est à la fois au dessus et en dessous, et réciproquement.

Attention. Pour vérifier qu’une fonction f est convexe ou concave, il faut regarder
tous les segments rA,Bs avec A,B P Gf .

Fonction ni convexe ni concave

Exemple 1. Les fonctions x ÞÑ x2 et x ÞÑ |x| sont convexes sur R.

Démonstration. C’est clair géométriquement (faire les dessins). On donnera une
preuve détaillée un peu plus tard. �

Exemple 2. Une fonction f : I Ñ R est à la fois convexe et concave si et seulement
si elle est affine, i.e. de la forme fpxq “ ax` b.
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Démonstration. Par définition,

f convexe et concave ðñ @A,B,M P Gf avec xA ď xM ď xB,

le point M est en dessous et au dessus de rA,Bs

ðñ @A,B,M P Gf avec xA ď xM ď xB, on a M P rA,Bs

ðñ 3 points quelconques de Gf sont toujours alignés

ðñ Gf est contenu dans une droite

ðñ f est affine.

�

2.2. Reformulations analytiques. La définition géométrique de la convexité
n’est pas toujours très manipulable en pratique. Fort heureusement, elle se reformule
“analytiquement” de façon très simple :

Proposition 2.2. Une fonction f : I Ñ R est convexe si et seulement si

(2.1) @u, v P I @λ P r0, 1s : f
`

p1´ λqu` λv
˘

ď p1´ λqfpuq ` λfpvq.

Démonstration. Supposons f convexe, et montrons (2.1). Soient u, v P I et λ P
r0, 1s. Par le Lemme 1.1 appliqué avec A “ pu, fpuqq et B “ pv, fpvqq, le point

Mλ :“ pp1´ λqu` λv, p1´ λqfpuq ` λfpvqq

appartient au segment rA,Bs. Comme A,B P Gf et comme f est convexe, Mλ est donc
au dessus de Gf , autrement dit yMλ

ě fpxMλ
q, ou encore

p1´ λqfpuq ` λfpvq ě fpp1´ λqu` λvq.

Inversement, supposons (2.1) vérifiée. Soient A,B P Gf , et soit M “ px, yq un point

quelconque du segment rA,Bs. Écrivons A “ pu, fpuqq et B “ pv, fpvqq avec u, v P I.
Par le Lemme 1.1, on a

x “ p1´ λqu` λv et y “ p1´ λqfpuq ` λfpvq

pour un certain λ P r0, 1s. D’après (2.1), on a donc y ě fpxq ; autrement dit M est au
dessus de Gf . �

Corollaire 2.3. Une fonction f : I Ñ R est concave si et seulement si

@u, v P I @λ P r0, 1s : f
`

p1´ λqu` λv
˘

ě p1´ λqfpuq ` λfpvq.

Démonstration. C’est évident puisque (f concave) ðñ (´f convexe). �

Remarque 1. Pour montrer qu’une fonction f est convexe, il suffit de vérifier (2.1)
pour u, v tels que u ă v et pour 0 ă λ ă 1.

Démonstration. Si u “ v ou λ “ 0 ou λ “ 1, alors (2.1) est satisfaite, avec même
égalité (exo). Donc il suffit de vérifier (2.1) pour 0 ă λ ă 1 et u ‰ v ; et par symétrie
(uØ v et λØ 1´ λ) on peut supposer que u ă v. �

Remarque 2. On dit qu’une fonction f : I Ñ R est strictement convexe si

@u‰v dans I @λ P s0, 1r : f
`

p1´ λqu` λv
˘

ăp1´ λqfpuq ` λfpvq.
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Exemple. Montrons que les fonctions t ÞÑ |t| et t ÞÑ t2 sont convexes.r Pour t ÞÑ |t| : si u, v P R et λ P r0, 1s, alors

|p1´ λqu` λv| ď |p1´ λqu| ` |λv|

“ p1´ λq |u| ` λ |v| car λ ě 0 et 1´ λ ě 0.r Pour t ÞÑ t2 : si u, v P R et λ P r0, 1s, alors
´

p1´ λqu` λv
¯2
´

´

p1´ λqu2 ` λv2
¯

“ p1´ λq2u2 ` 2λp1´ λquv ` λ2v2 ´

´

p1´ λqu2 ` λv2
¯

“ p1´ λqpp1´ λq ´ 1qu2 ` 2λp1´ λquv ` λpλ´ 1qv2

“ ´λp1´ λq
`

u2 ´ 2uv ` v2
˘

“ ´λp1´ λqpu´ vq2

ď 0.

Donc on a l’inégalité souhaitée :
`

p1´ λqu` λv
˘2
ď p1´ λqu2 ` λv2.

Corollaire 2.4. (propriétés de stabilité)

(i) Si f1, . . . , fn sont des fonctions convexes sur I et si α1, . . . , αn P R`, alors la
fonction f “ α1f1 ` ¨ ¨ ¨ ` αnfn est convexe.

(ii) Si pfkqkPK est une famille de fonctions convexes sur I telle que fptq :“
supkPK fkptq est bien défini pour tout t P I, alors la fonction f “ supkPK fk
est convexe.

(iii) Si f : I Ñ R est convexe et si φ est une fonction convexe croissante sur un
intervalle J contenant fpIq, alors la fonction g définie par gptq “ φpfptqq est
convexe.

Démonstration. (i) Exo.

(ii) Si u, v P I et λ P r0, 1s, alors

@k P K : fk
`

p1´ λqu` λv
˘

ď p1´ λqfkpuq ` λfkpvq car les fk sont convexes.

Comme f ě fk pour tout k et comme λ et 1´ λ sont ě 0, on en déduit

@k P K : fk
`

p1´ λqu` λv
˘

ď p1´ λqfpuq ` λfpvq;

et donc

f
`

p1´ λqu` λv
˘

“ sup
kPK

fk
`

p1´ λqu` λv
˘

ď p1´ λqfpuq ` λfpvq.

(iii) Si u, v P I et λ P r0, 1s, alors

g
`

p1´ λqu` λv
˘

“ φ
´

f
`

p1´ λqu` λv
˘

¯

ď φ
´

p1´ λqfpuq ` λfpvq
¯

car f est convexe et φ est croissante

ď p1´ λqφpfpuqq ` λφpfpvqq car φ est convexe

“ p1´ λqgpuq ` λgpvq.

�

Exercice. Montrer que la fonction t ÞÑ t4 est convexe sur R. Plus généralement,

montrer que pour tout k P N, la fonction t ÞÑ t2
k

est convexe.
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2.3. Inégalité de Jensen discrète.

Remarque. Soit I un intervalle de R. Si x1, . . . , xn P I et si λ1, . . . , λn sont des
nombres ě 0 vérifiant

řn
i“1 λi “ 1, alors

řn
i“1 λixi P I.

Démonstration. Supposons par exemple que I soit de la forme ra, bs. On a ainsi
a ď xi ď b pour tout i, et donc λia ď λixi ď λib car λi ě 0. En sommant ces inégalités
on obtient

n
ÿ

i“1

λia ď
n
ÿ

i“1

λixi ď
n
ÿ

i“1

λib.

Comme
řn
i“1 λi “ 1, cela signifie que a ď

řn
i“1 λixi ď b, i.e.

řn
i“1 λixi P ra, bs “ I. �

Proposition 2.5. Si f : I Ñ R est convexe, alors elle possède la propriété sui-
vante : pour tous x1, . . . , xn P I et pour tous λ1 . . . λn ě 0 tels que

řn
i“1 λi “ 1, on

a

f
´

n
ÿ

i“1

λixi

¯

ď

n
ÿ

i“1

λifpxiq.

Remarque. Si n “ 2, on a λ1 “ 1´ λ2 ; donc l’inégalité s’écrit

fpp1´ λ2qx1 ` λ2x2q ď p1´ λ2qfpx1q ` λ2fpx2q,

ce qui est la formulation analytique de la convexité.

Preuve de la proposition. On procède par récurrence sur n.

Pour n “ 1, le résultat est clair : si x1 P I et λ1 “ 1, alors fpλ1x1q “ fpx1q “

λ1fpx1q !

Supposons le résultat établi pour un certain n ě 1, et montrons le pour n ` 1.
Soient x1, . . . , xn`1 P I et λ1 . . . λn`1 ě 0 tels que

řn`1
i“1 λi “ 1 : il s’agit de voir que

f

˜

n`1
ÿ

i“1

λixi

¸

ď

n`1
ÿ

i“1

λifpxiq.

Si
řn
i“1 λi “ 0, alors λ1 “ ¨ ¨ ¨ “ λn “ 0 car les λi sont ě 0, et λn`1 “ 1. Donc

fp
řn`1
i“1 λixiq “ fpxn`1q “

řn`1
i“1 λifpxiq.

Suposons que
řn
i“1 λi ą 0, et posons s :“

řn
i“1 λi. On a ainsi

0 ă s ď
n`1
ÿ

i“1

λi “ 1 et λn`1 “ 1´ s.

Posons également

µi “
λi
s

pour i “ 1, . . . , n.

Alors µi ě 0, et
n
ÿ

i“1

µi “
1

s

n
ÿ

i“1

λi “ 1.

Par hypothèse de récurrence, on a donc

f

˜

n
ÿ

i“1

µixi

¸

ď

n
ÿ

i“1

µifpxiq.
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De plus,

n`1
ÿ

i“1

λixi “
n
ÿ

i“1

sµixi ` λn`1xn`1

“ s
n
ÿ

i“1

µixi ` p1´ sqxn`1.

Comme f est convexe, on en déduit

f

˜

n`1
ÿ

i“1

λixi

¸

ď s f

˜

n
ÿ

i“1

µixi

¸

` p1´ sq fpxn`1q

ď s
n
ÿ

i“1

µifpxiq ` p1´ sqfpxn`1q

“

n
ÿ

i“1

psµiq
loomoon

λi

fpxiq ` λn`1fpxn`1q

“

n`1
ÿ

i“1

λifpxiq.

�

2.4. Inégalité des 3 pentes. Le lemme suivant joue un rôle essentiel dans toutes
les preuves à venir.

Lemme 2.6. Soit f : I Ñ R une fonction convexe. Pour tous u, v, w P I vérifiant
u ă w ă v, on a

fpwq ´ fpuq

w ´ u
ď
fpvq ´ fpuq

v ´ u
ď
fpvq ´ fpwq

v ´ w
¨

u w v

pente bleue ď pente verte ď pente rouge

Gf

Démonstration. Soient A “ pu, fpuqq, B “ pv, fpvqq et M “ pw, fpwqq les points
de Gf d’abscisses u, v et w. Comme f est convexe, le point M est en dessous du
segment rA,Bs. Donc, le segment rA,M s joint un point situé sur rA,Bs à un point
situé en dessous de rA,Bs. Comme on se déplace vers la droite pour aller de A à
M , on en déduit que la pente du segment rA,M s est inférieure à celle du segment

rA,Bs ; autrement dit fpwq´fpuq
w´u ď

fpvq´fpuq
v´u ¨ De même, le segment rM,Bs joint un

point situé en dessous de rA,Bs à un point situé sur rA,Bs, et on se déplace vers la
droite pour aller de M ver B ; donc la pente de rM,Bs est supérieure à celle de rA,Bs,

i.e. fpvq´fpuq
v´u ď

fpvq´fpwq
v´w ¨ �
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Corollaire 2.7. Si f : I Ñ R est concave et si u ă w ă v, alors

fpwq ´ fpuq

w ´ u
ě
fpvq ´ fpuq

v ´ u
ě
fpvq ´ fpwq

v ´ w
¨

Remarque. Si f est strictement convexe ou strictement concave, les inégalités
précédentes sont strictes.

3. Cas des fonctions dérivables

Notation. Si I est un intervalle de R, on note I̊ l’intervalle ouvert ayant les mêmes
extrémités que I. On dit que I̊ est l’intérieur de I.

Exemples. Si I “ r0, 1s, alors I̊ “ s0, 1r. Si I “ r0,8r, alors I̊ “ s0,8r. Si I “ R,

alors I̊ “ R.

Théorème 3.1. Soit f : I Ñ R une fonction continue sur I et dérivable sur I̊. Les
propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) f est convexe sur I ;

(ii) Le graphe de f est “au dessus de toutes ses tangentes”, autrement dit

@x0 P I̊ @x P I : fpxq ě fpx0q ` f
1px0qpx´ x0q;

Ix0

Gf

(iii) f 1 est croissante sur I̊.

Démonstration. (i) ùñ (iii). Supposons f convexe, et montrons que f 1 est crois-

sante sur I̊. Soient u, v P I̊ avec u ă v. Par l’inégalité des 3 pentes, on a

@w P su, vr :
fpwq ´ fpuq

w ´ u
ď
fpvq ´ fpuq

v ´ u
ď
fpvq ´ fpwq

v ´ w
¨

En faisant w Ñ u`, on obtient f 1puq ď fpvq´fpuq
v´u ; et en faisant w Ñ v´, on obtient

fpvq´fpuq
v´u ď f 1pvq. Donc f 1puq ď f 1pvq, ce qui prouve que f 1 est croissante.

(iii) ùñ (ii). Supposons que f 1 soit croissante sur I̊ et fixons x0 P I̊ et x P I. Par

le Théorème des accroissements finis, on peut trouver c P I̊ entre x0 et x tel que

fpxq ´ fpx0q “ f 1pcqpx´ x0q.

On distingue alors 2 cas :r Si x0 ď x, alors x0 ď c ď x, donc f 1pcq ě f 1px0q car f 1 est croissante, et donc
f 1pcqpx´ x0q ě f 1px0qpx´ x0q car x´ x0 ě 0.r Si x0 ě x, alors x ď c ď x0, donc f 1pcq ď f 1px0q, et donc f 1pcqpx ´ x0q ě

f 1px0qpx´ x0q à nouveau, car cette fois x´ x0 ď 0.
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Dans les 2 cas on obtient fpxq ´ fpx0q “ f 1pcqpx´ x0q ě f 1px0qpx´ x0q, ce qui prouve
(ii).

(ii) ùñ (i). Supposons (ii) vérifiée, et montrons que f est convexe. Soient A,B,M
trois points de Gf tels que xA ď xM ď xB. Il s’agit de montrer que M est en dessous
du segment rA,Bs. C’est évident si xM “ xA ou xB (car alors M “ A ou B) ; donc on

peut supposer que xA ă xM ă xB, ce qui entraine que xM P I̊. Notons ∆ la tangente
à Gf au point M (qui est bien définie puisque xM P I̊). Par (ii), les points A et B
sont situés au dessus de ∆. Donc tout le segment rA,Bs est au dessus de ∆ d’après le
Lemme 1.3 ; et donc M est en dessous de rA,Bs puisque M appartient à ∆. �

Corollaire 3.2. Sous les mêmes hypothèses (f continue sur I et dérivable sur

I̊), la fonction f est concave sur I si et seulement si f 1 est décroissante sur I̊.

Corollaire 3.3. Supposons f continue sur I et 2 fois dérivable sur I̊. Alors

f convexe sur I ðñ f2 ě 0 sur I̊ et

f concave sur I ðñ f2 ď 0 sur I̊.

Remarque. On montre de même que f est strictement convexe sur I si et seule-
ment si f 1 est strictement croissante sur I̊. En particulier, si f est 2 fois dérivable sur
I, alors

f2 ą 0 sur I̊ ùñ f strictement convexe.

Exercice. La réciproque est-elle vraie ?

Exemples.

(1) Soit α ě 0. La fonction fptq :“ tα est convexe sur I “ r0,8r si α ě 1, et concave
si 0 ď α ď 1 (car f2ptq “ αpα´ 1qtα´2 est du signe de α´ 1 sur I̊ “ s0,8r).

(2) La fonction fptq :“ et est convexe sur R (car f 1ptq “ et est croissante).

(3) La fonction fptq :“ lnptq est concave sur s0,8r (car f 1ptq “ 1{t est décroissante).

(4) La fonction fptq :“ 1{t est convexe sur s0,8r et concave sur s´8, 0r (car f2ptq “ 2{t3

est du signe de t).

Corollaire 3.4. Si f est une fonction convexe sur I, alors ef est convexe, et fα

est convexe pour tout α ě 1 si f ě 0.

Démonstration. Les fonctions x ÞÑ ex et x ÞÑ xα sont convexes croissantes, res-
pectivement sur R et sur R` ; donc le résultat découle des propriétés de stabilité des
fonctions convexes (Corollaire 2.4). �

Exercice. Montrer que la fonction f définie par

fptq :“ max
´

5et
2
` 3|t´ 6|, |t´ 1|3{2 ` 6pe2t ` et{2q4{3

¯

est convexe sur R.
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4. Régularité des fonctions convexes ; droites d’appui

Proposition 4.1. Si f : I Ñ R est une fonction convexe, alors f est dérivable à
gauche et à droite en tout point de I̊. De plus, les fonctions f 1g et f 1d sont croissantes

sur I̊, et on a f 1gptq ď f 1dptq pour tout t P I̊.

Exemple. Pour fptq “ |t|, on a

f 1gptq “

$

&

%

´1 si t ă 0
´1 si t “ 0
1 si t ą 0

et f 1dptq “

$

&

%

´1 si t ă 0
1 si t “ 0
1 si t ą 0

Donc, en effet, f 1g et f 1d sont croissantes avec f 1g ď f 1d.

Preuve de la proposition. (i) Soit t0 P I̊ fixé. Montrons que f est dérivable à gauche
et à droite en t0, avec f 1gpt0q ď f 1dpt0q.

Par l’inégalité des 3 pentes, on a

fptq ´ fpt0q

t´ t0
ď
fpt1q ´ fpt0q

t1 ´ t0
si t0 ď t ă t1.

Donc fptq´fpt0q
t´t0

décroit quand t décroit vers t0, et donc fptq´fpt0q
t´t0

admet une limite dans

RYt´8u quand tÑ t`0 . De plus, si on choisit α P I tel que α ă t0 (ce qui est possible

car t0 P I̊), alors, toujours par l’inégalité des 3 pentes, on a

fptq ´ fpt0q

t´ t0
ě
fpt0q ´ fpαq

t0 ´ α
pour tout t ą t0,

et donc

lim
tÑt`0

fptq ´ fpt0q

t´ t0
ě
fpt0q ´ fpαq

t0 ´ α
ą ´8.

Ainsi, f est dérivable à droite en t0, avec

f 1dpt0q ě
fpt0q ´ fpαq

t0 ´ α
pour tout α ă t0.

On montre de même que f est dérivable à gauche en t0, avec

f 1gpt0q ď
fpβq ´ fpt0q

β ´ t0
pour tout β ą t0.

Enfin, en faisant β Ñ t`0 dans la dernière inégalité (ou αÑ t´0 dans la précédente), on
obtient f 1gpt0q ď f 1dpt0q.

(ii) Montrons maintenant que les fonction f 1d et f 1g sont croissantes. Soient u, v P I̊
tels que u ă v. Par l’inégalité des 3 pentes, on a

fpwq ´ fpuq

w ´ u
ď
fpvq ´ fpuq

v ´ u
ď
fpvq ´ fpwq

v ´ w
pour tout w P su, vr.

En faisant w Ñ u` et w Ñ v´ dans ces inégalités, on obtient

f 1dpuq ď
fpvq ´ fpuq

v ´ u
ď f 1gpvq.

Donc a fortiori f 1dpuq ď f 1dpvq et f 1gpuq ď f 1gpvq puisque f 1g ď f 1d. �
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Corollaire 4.2. Si f : I Ñ R est une fonction convexe (ou concave), alors f est

continue en tout point de I̊. En particulier, toute fonction convexe (ou concave) sur
un intervalle ouvert est continue.

Démonstration. Par la proposition, f est dérivable à gauche et à droite en tout
point de I̊, donc continue à gauche et à droite en tout point de I̊. �

Corollaire 4.3. Toute fonction convexe sur un intervalle fermé borné ra, bs est
réglée, et donc intégrable au sens de Riemann sur ra, bs.

Démonstration. Si f est convexe sur ra, bs, alors f est continue sur sa, br par le
corollaire précédent. Donc il suffit de montrer que f admet une limite à droite en a et
une limite à gauche en b.

Par l’inégalité des 3 pentes, la fonction x ÞÑ fpxq´fpaq
x´a est croissante sur sa, bs (exo).

Donc fpxq´fpaq
x´a admet une limite l quand xÑ b´, et donc fpxq Ñ fpaq` lpb´aq quand

xÑ b´. De même, f admet une limite à droite en a. �

Corollaire 4.4. Soit f : I Ñ R une fonction convexe. Pour tout point x0 P I̊, on
peut trouver une fonction affine α telle que

αpx0q “ fpx0q et αpxq ď fpxq pour tout x P I.

Démonstration. Fixons x0 P I̊. Tout repose sur le fait suivant.

Fait. On a

fpxq ´ fpx0q

x´ x0
ě f 1dpx0q pour tout x ą x0, et

fpxq ´ fpx0q

x´ x0
ď f 1gpx0q pour tout x ă x0.

Faire un dessin

Preuve du Fait. Si x ą x0, l’inégalité des trois pentes donne

fpwq ´ fpx0q

w ´ x0
ď
fpxq ´ fpx0q

x´ x0
pour tout x0 ă w ă x;

et en faisant w Ñ x`0 , on en déduit

fpxq ´ fpx0q

x´ x0
ě f 1dpx0q.

L’autre inégalité se démontre de la même façon (exo). �

Soit maintenant c n’importe quel nombre tel que

f 1gpx0q ď c ď f 1dpx0q,

et soit α la fonction affine telle que αpx0q “ fpx0q et de “coefficient directeur” c :

αpxq “ fpx0q ` cpx´ x0q.

Il s’agit de montrer qu’on a αpxq ď fpxq pour tout x ‰ x0 dans I (on sait déjà que
αpx0q “ fpx0q).

Si x ą x0, on a par le Fait :

fpxq ´ fpx0q

x´ x0
ě f 1dpx0q ě c;
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et donc fpxq ě cpx´ x0q ` fpx0q “ αpxq puisque x´ x0 ą 0.

De même, si x ă x0 alors fpxq´fpx0q
x´x0

ď f 1gpx0q ď c, et donc fpxq ě cpx´x0q`fpx0q “

αpxq puisque x´ x0 ă 0. �

Remarque 1. On dit que la droite d’équation y “ αpxq est une droite d’appui
pour le graphe de f au point Mf px0q “ px0, fpx0qq.

Remarque 2. Si f est dérivable en x0, la seule droite d’appui pour Gf au point
Mf px0q est la tangente à Gf en Mf px0q.

Démonstration. Si αpxq “ cx` d est une fonction affine vérifiant αpx0q “ fpx0q et
α ď f , alors

@x ą x0 :
fpxq ´ fpx0q

x´ x0
ě
αpxq ´ fpx0q

x´ x0
“
αpxq ´ αpx0q

x´ x0
“ c.

En faisant xÑ x`0 , on obtient donc

c ď f 1dpx0q.

On montre de même (exo) que
c ě f 1gpx0q.

Donc, si f est dérivable en x0, alors nécessairement c “ f 1px0q. Et comme on impose
αpx0q “ fpx0q, on voit qu’il n’y a qu’une seule fonction α possible, qui correspond à
la tangente à Gf au point Mf px0q. �

Remarque 3. Si f n’est pas dérivable en x0, il y a une infinité de droites d’appui
pour Gf au point Mf px0q : n’importe quelle droite d’équation y “ fpx0q ` cpx ´ x0q

avec f 1gpx0q ď c ď f 1dpx0q convient. Faire un dessin pour fptq “ |t|.

5. Fonctions convexes et fonctions croissantes

Si f : I Ñ R est une fonction de classe C1 et si on fixe x0 P I, alors

@x P I : fpxq “ fpx0q `

ż x

x0

f 1ptq dt.

Donc, toute fonction convexe de classe C1 est de la forme “constante + intégrale
indéfinie d’une fonction croissante”. Inversement, si une fonction f est de la forme
fpxq “ c `

şx
x0
ϕptq dt où ϕ est une fonction croissante continue, alors f est convexe

car elle est de classe C1 et f 1 “ ϕ est croissante. Le résultat suivant généralise ces
remarques.

Proposition 5.1. Soit I un intervalle ouvert de R, et soit f : I Ñ R. Soit
également x0 P I. Alors f est convexe sur I si et seulement si elle est de la forme

fpxq “ c`

ż x

x0

ϕptq dt,

où c est une constante et ϕ est une fonction croissante.

La preuve de ce résultat n’est pas immédiate. Pour une des deux implications, on
aura besoin du lemme suivant.

Lemme 5.2. Soit Φ : I Ñ R une fonction continue. On suppose qu’il existe un
ensemble dénombrable D Ď I tel que Φ est dérivable à droite en tout point x P IzD
avec Φ1dpxq ď 0. Alors Φ est décroissante sur I.
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Démonstration. Il s’agit de montrer qu’on a Φpbq ď Φpaq pour tous a, b P I vérifiant
a ă b. On fixe donc a et b.

Fait 1. Il existe une fonction croissante S : RÑ R qui n’est continue à droite en
aucun point de D, i.e. @z P D : Spz`q ą Spzq.

Preuve du Fait 1. Comme D est dénombrable, on peut écrire D “ tzi; i P Nu. On
pose alors

Spxq :“
8
ÿ

i“0

2´i1szi,8rpxq “
ÿ

tiPN : ziăxu

2´i.

La fonction S est visiblement croissante. Par définition, si z “ zi0 P D, alors @x ą z :
Spxq ě Spzq ` 2´i0 (exo) ; donc Spz`q ě Spzq ` 2´i0 . �

Dans la suite, on note θ : ra, bs Ñ R la fonction définie par

θpxq :“ x` Spxq.

Fait 2. Pour tout u P ra, br et pour tout ε ą 0, on peut trouver un point v tel que
u ă v ă b et Φpvq ď Φpuq ` ε

`

θpvq ´ θpuq
˘

.

Preuve du Fait 2. Si u R D, alors Φ est dérivable à droite en u avec Φ1dpuq ď 0 ;
donc on a Φpvq ď Φpuq ` εpv ´ uq pour tout v ą u assez proche de u, et donc
Φpvq ď Φpuq` εpv´uq` ε

`

Spvq´Spuq
˘

“ Φpuq` ε
`

θpvq´ θpuq
˘

car Spvq´Spuq ě 0.
Si u P D, alors Spu`q ´ Spuqą0 par définition de S. Comme Φ est continue au point
u, on a donc Φpvq ď Φpuq ` εpSpu`q ´ Spuqq pour tout v assez proche de u. Si de plus
v ą u, alors Spvq ě Spu`q et donc Φpvq ď Φpuq ` εpSpvq ´ Spuqq ď Φpuq ` εpv ´ uq `
ε
`

Spvq ´ Spuq
˘

“ Φpuq ` ε
`

θpvq ´ θpuq
˘

. �

Soit maintenant ε ą 0, et posons

E :“
 

x P ra, bs; Φpxq ď Φpaq ` ε
`

θpxq ´ Spaq
˘(

.

L’ensemble E est non vide car a P E ; et E est majoré par b. On peut donc définir

c :“ sup E.

Fait 3. Le point c appartient à E.

Preuve du Fait 3. Par définition de c, on peut trouver une suite pxnq de points de
E telle que (xn ď c pour tout n P N et) xn Ñ c. Comme la fonction θ est croissante, on
a Φpxnq ď Φpaq` ε

`

θpxnq´ θpaq
˘

ď Φpaq` ε
`

θpcq´ θpaq
˘

pour tout n P N ; et comme

Φ est continue, on en déduit Φpcq ď Φpaq ` ε
`

θpcq ´ θpaq
˘

en faisant nÑ8. �

Fait 4. On a c “ b.

Preuve du Fait 4. Supposons que c ă b. Alors, par le Fait 2, on peut trouver un
point v tel que c ă v ă b et Φpvq ď Φpcq` ε

`

θpvq´ θpcq
˘

. Comme c P E d’après le Fait
3, on en déduit

Φpvq ď Φpaq ` ε
`

θpcq ´ θpaq
˘

` ε
`

θpvq ´ θpcq
˘

“ Φpaq ` ε
`

θpvq ´ θpaq
˘

.

On voit ainsi que v P E, ce qui contredit la définition de c puisque v ą c. �

La preuve du lemme est maintenant terminée : Par les Faits 3 et 4, on a b P E ;
donc Φpbq ď Φpaq ` ε

`

θpbq ´ θpaq
˘

pour tout ε ą 0, et donc Φpbq ď Φpaq. �
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Preuve de la Proposition 5.1. (i) Supposons que f soit convexe sur I. Comme I
est un intervalle ouvert, la fonction f est alors dérivable à droite en tout point, et la
fonction ϕ :“ f 1d est croissante sur I. Pour montrer que f est de la forme souhaitée, il
suffit donc de prouver que la fonction Φ définie par

Φpxq :“ fpxq ´

ż x

x0

f 1dptq dt

est constante sur I. Et d’après le Lemme 5.2 appliqué à Φ et à ´Φ, il suffit pour cela
de montrer qu’il existe un ensemble dénombrable D Ď I tel que Φ et dérivable à droite
en tout point x P IzD avec Φ1dpxq “ 0.

On prend pour D l’ensemble des points de discontinuité de la fonction f 1d ; comme f 1d
est croissante, l’ensemble D est bien dénombrable. Par définition de D, si x P IzD, alors
la fonction f 1d est continue au point x et donc, par la preuve du Théorème fondamental

de l’analyse, la fonction rf définie par rfpuq :“
şu
x0
f 1dptq dt est dérivable au point x avec

rf 1pxq “ f 1dpxq. Ainsi, Φ “ f ´ rf est dérivable à droite en tout point x P IzD, avec
Φ1dpxq “ f 1dpxq ´ f

1
dpxq “ 0.

(ii) Inversement, supposons que f soit de la forme fpxq “ c `
şx
x0
ϕptq dt où ϕ est

une fonction croissante, et montrons que f est convexe.
Soient u, v P I avec u ă v, et soit λ P r0, 1s. Posons xλ :“ p1´ λqu` λv. On a

f
`

p1´ λqu` λv
˘

´

´

p1´ λqfpuq ` λfpvq
¯

“ p1´ λq
´

fpxλq ´ fpuq
¯

` λ
´

fpxλq ´ fpvq
¯

“ p1´ λq

ż xλ

u
ϕptq dt` λ

ż xλ

v
ϕptq dt

“ p1´ λq

ż xλ

u
ϕptq dt´ λ

ż v

xλ

ϕptq dt.

Comme la fonction ϕ est croissante et u ď xλ ď v, on en déduit

f
`

p1´ λqu` λv
˘

´

´

p1´ λqfpuq ` λfpvq
¯

ď p1´ λq ˆ pxλ ´ uqϕpxλq ´ λˆ pv ´ xλqϕpxλq;

et comme xλ ´ u “ λpv ´ uq et v ´ xλ “ p1´ λqpv ´ uq (micro-exo), on obtient ainsi

f
`

p1´ λqu` λv
˘

´

´

p1´ λqfpuq ` λfpvq
¯

ď p1´ λqλpv ´ uqϕpxλq ´ λp1´ λqpv ´ uqϕpxλq “ 0.

Donc la fonction f est en effet convexe. �

6. Exemples d’inégalités de convexité

6.1. Minoration du sinus et du cosinus.

Lemme 6.1. Pour tout x P r0, π2 s, on a

sinpxq ě
2

π
x et cospxq ě 1´

2

π
x.

Démonstration. La fonction sin est concave sur r0, π2 s car sin2pxq “ ´ sinpxq ď 0
sur r0, π2 s. Donc le graphe de sin est au dessus de la corde joignant les points A “
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p0, sinp0qq “ p0, 1q et B “ pπ2 , sinp
π
2 qq “ p

π
2 , 0q, ce qui donne la première inégalité. La

deuxième se démontre de la même façon (exo). �

Exercice. Montrer que
ż π

2

0
e´λ sinpxqdxÑ 0 quand λÑ `8.

6.2. Fonctions sous-additives.

Proposition 6.2. Si f : r0,8r Ñ R est une fonction concave, alors

@x, y P r0,8r : fpx` yq ` fp0q ď fpxq ` fpyq.

En particulier, si f : r0,8r Ñ R est concave avec de plus fp0q ě 0, alors f est sous-
additive :

@x, y P r0,8r : fpx` yq ď fpxq ` fpyq.

Démonstration. Fixons x, y P r0,8r. Si x “ 0 “ y, alors l’inégalité est évidente ;
donc on peut supposer que x` y ą 0.

L’idée est d’écrire que x P r0, x` ys et y P r0, x` ys et d’utiliser la concavité de f .
De façon précise, on a

x “ p1´ λq ˆ 0` λˆ px` yq avec λ :“ x
x`y ;

donc, par concavité de f :

fpxq ě p1´ λqfp0q ` λfpx` yq “
y

x` y
fp0q `

x

x` y
fpx` yq.

De même,

fpyq ě
x

x` y
fp0q `

y

x` y
fpx` yq;

et donc

fpxq ` fpyq ě
y

x` y
fp0q `

x

x` y
fpx` yq `

x

x` y
fp0q `

y

x` y
fpx` yq

“ fp0q ` fpx` yq.

�

Corollaire 6.3. Si α P r0, 1s, alors

@x, y ě 0 : px` yqα ď xα ` yα.

Démonstration. La fonction t ÞÑ tα est concave sur r0,8r et vaut 0 en 0, donc elle
est sous-additive. �

Exercice. Démontrer directement que
?
x` y ď

?
x`

?
y pour tous x, y ě 0.

6.3. Inégalité arithmético-géométrique.

Proposition 6.4. Soient λ1, . . . , λn ą 0 vérifiant
řn
i“1 λi “ 1. Pour tous nombres

x1, . . . , xn ě 0, on a
n
ź

i“1

xλii ď
n
ÿ

i“1

λixi.
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Démonstration. Le résultat est évident si l’un des xi vaut 0 (le produit de gauche
vaut alors 0) ; donc on peut supposer que tous les xi sont ą 0. On peut alors prendre
le logarithme : l’inégalité à démontrer est équivalente à

n
ÿ

i“1

λi lnpxiq ď ln

˜

n
ÿ

i“1

λixi

¸

,

ce qui est vrai par concavité de la fonction ln. �

Corollaire 6.5. Pour tous x1, . . . , xn, on a

˜

n
ź

i“1

xi

¸1{n

ď
1

n

n
ÿ

i“1

xi.

Cette inégalité s’appelle l’inégalité arithmético-géométrique.

Démonstration. On applique la proposition avec λ1 “ ¨ ¨ ¨ “ λn :“ 1
n ¨ �

6.4. Inégalité de Hermite-Hadamard.

Proposition 6.6. Si f : ra, bs Ñ R est une fonction convexe, alors

f

ˆ

a` b

2

˙

ď
1

b´ a

ż b

a
fptq dt ď

1

2

`

fpaq ` fpbq
˘

.

Démonstration. On a besoin du fait suivant.

Fait. Si α est une fonction affine, alors

α

ˆ

a` b

2

˙

“
1

b´ a

ż b

a
αptq dt “

1

2

`

αpaq ` αpbq
˘

.

Preuve du Fait. C’est “juste un calcul” : si αptq “ c t ` d, les trois quantités sont
égales à cˆ a`b

2 ` d (exo). �

Par la Proposition 4.4, on peut trouver une fonction affine α telle que

α

ˆ

a` b

2

˙

“ f

ˆ

a` b

2

˙

et αptq ď fptq pour tout t P ra, bs.

Donc, en utilisant le Fait :

f

ˆ

a` b

2

˙

“ α

ˆ

a` b

2

˙

“
1

b´ a

ż b

a
αptq dt ď

1

b´ a

ż b

a
fptq dt.

Si on note α la fonction affine telle que αpaq “ fpaq et αpbq “ fpbq, alors αptq ě fptq
pour tout t P ra, bs par convexité de f (faire le dessin). Donc, en utilisant à nouveau le
Fait :

1

b´ a

ż b

a
fptq dt ď

1

b´ a

ż b

a
αptq dt “

1

2

`

αpaq ` αpbq
˘

“
1

2

`

fpaq ` fpbq
˘

.

�
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6.5. Inégalité de Jensen “continue”.

Proposition 6.7. Soit x : ra, bs Ñ R une fonction continue, et soit f une fonction
convexe continue sur un intervalle I contenant xpra, bsq. Si λ : ra, bs Ñ R est une

fonction continue ě 0 telle que
şb
a λptq dt “ 1, alors

şb
a λptqxptq dt P I et

f

ˆ
ż b

a
λptqxptq dt

˙

ď

ż b

a
λptqfpxptqq dt.

En particulier : 1
b´a

şb
a xptq dt P I et

f

ˆ

1

b´ a

ż b

a
xptq dt

˙

ď
1

b´ a

ż b

a
fpxptqq dt.

Démonstration. La 2ème partie de la proposition découle de la 1ère en prenant

pour λ la fonction constante définie par λptq :“ 1
b´a , qui vérifie bien que

şb
a λptq dt “ 1.

Donc on se concentre sur la 1ère partie.

Comme la fonction x est continue, xpra, bsq est un intervalle fermé borné rm,M s.
On a m ď xptq ďM pour tout t P ra, bs, donc

m “

ż b

a
mλptq dt ď

ż b

a
xptqλptq dt ď

ż b

a
M λptq dt “M.

Ainsi
şb
a λptqxptq dt P rm,M s “ xpra, bsq, et donc

şb
a λptqxptq dt P I. Pour l’inégalité, on

distingue 2 cas.

Cas 1.
şb
a λptqxptq dt R I̊.

Dans ce cas,
şb
a λptqxptq dt R sm,M r puisque rm,M s Ď I, donc

şb
a λptqxptq dt vaut m ou

M puisqu’on sait déjà que
şb
a λptqxptq dt P rm,M s. Si par exemple

şb
a λptqxptq dt “M “

şb
a λptqM dt, alors

şb
a λptq pM ´ xptqq dt “ 0. Comme la fonction t ÞÑ λptqpM ´ fptqq

est continue et ě 0, elle est donc identiquement nulle (cf l’Exercice 2.17 du Cha-
pitre 2). On a donc xptq “ M pour tout t P ra, bs tel que λptq ‰ 0. Mais alors
λptqfpxptqq “ λptqfpMq pour tout t P ra, bs (qu’on ait ou non λptq ‰ 0), donc
şb
a λptq fpxptqq dt “

şb
a λptq fpMq dt “ fpMq. Comme

şb
a λptqxptq dt “ M , on obtient

ainsi f
´

şb
a λptqxptq dt

¯

“
şb
a λptq fpxptqq dt ; autrement dit, l’inégalité de Jensen est

vraie avec même égalité.

Cas 2. x0 :“
şb
a λptqxptq dt P I̊.

Dans ce cas, la Proposition 4.4 permet trouver une fonction affine αpxq “ cx` d telle
que

αpx0q “ fpx0q et αpxq ď fpxq pour tout x P I.
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On peut donc écrire

f

ˆ
ż b

a
λptqxptq dt

˙

“ α

ˆ
ż b

a
λptqxptq dt

˙

“ cˆ

ż b

a
λptqxptq dt` d

“

ż b

a
λptq

`

cxptq ` d
˘

dt car
şb
a λptq dt “ 1

“

ż b

a
αpxptqq dt

ď

ż b

a
fpxptqq dt.

�

Exercice. Utiliser la même méthode (basée sur la Proposition 4.4) pour démontrer
l’inégalité de Jensen discrète.

6.6. Inégalité de Hölder.

Théorème 6.8. Soient p, q verifiant p, q ą 1 et 1
p `

1
q “ 1.

(1) Pour tous u1, . . . , un, v1, . . . , vn P C, on a

n
ÿ

i“1

|uivi| ď

˜

n
ÿ

i“1

|ui|
p

¸1{p˜ n
ÿ

i“1

|vi|
q

¸1{q

.

(2) Si u et v sont des fonctions continues sur un intervalle ra, bs Ď R, alors
ż b

a
|uptqvptq| dt ď

ˆ
ż b

a
|uptq|p

˙1{pˆż b

a
|vptq|q

˙1{q

.

Démonstration. La preuve repose sur le fait suivant.

Fait. Pour tous x, y ě 0, on a xy ď 1
p x

p ` 1
q y

q.

Preuve du Fait. Le résultat est évident si x “ 0 ou y “ 0 (car xy “ 0 dans ce cas).
Donc on peut supposer que x ą 0 et y ą 0, et dans ce cas le résultat découle de la
concavité du logarithme : on a

ln
´1

p
xp `

1

q
yq
¯

ě
1

p
lnpxpq `

1

q
lnpyqq “ lnpxq ` lnpyq “ lnpxyq,

d’où la conclusion. �

Pour montrer (1), posons

A :“

˜

n
ÿ

i“1

|ui|
p

¸1{p

et B :“

˜

n
ÿ

i“1

|vi|
q

¸1{q

.

Si A “ 0 ou B “ 0, alors tous les ui valent 0 ou tous les vi valent 0, donc l’inégalité à
démontrer est évidente. On peut donc supposer que A ą 0 et B ą 0, ce qui permet de
poser

xi :“
|ui|

A
et yi :“

|vi|

B
¨



6. EXEMPLES D’INÉGALITÉS DE CONVEXITÉ 93

Si on applique le Fait à xi et yi, on obtient

|uivi|

AB
ď

1

p

|ui|
p

Ap
`

1

q

|vi|
q

Bq
pour i “ 1, . . . , n.

Donc, en sommant ces inégalités :

1

AB

n
ÿ

i“1

|uivi| ď
1

p
ˆ

1

Ap

n
ÿ

i“1

|ui|
p

looomooon

Ap

`
1

q
ˆ

1

Bq

n
ÿ

i“1

|vi|
q

loomoon

Bq

“
1

p
`

1

q

“ 1.

Donc
řn
i“1 |uivi| ď AB, ce qui est la conclusion souhaitée.

Pour démontrer (2), on pose cette fois

A :“

ˆ
ż b

a
|uptq|p

˙1{p

et B :“

ˆ
ż b

a
|vptq|q

˙1{q

.

Si A “ 0 ou B “ 0, alors u “ 0 ou v “ 0 car les fonctions |u|p et |v|q sont continues
ě 0 (cf l’Exercice 2.17 du Chapitre 2) ; donc le résultat est évident. On peut donc
supposer que A ą 0 et B ą 0, ce qui permet de poser

xptq :“
|uptq|

A
et yptq :“

|vptq|

B
¨

Si on applique le fait à xptq et yptq pour tout t P ra, bs et qu’on intégre entre a et b, on
obtient comme précédemment

1

AB

ż b

a
|uptqvptq| dt ď

1

p
ˆ

1

Ap

ż b

a
|uptq|pdt`

1

q
ˆ

1

Bq

ż b

a
|vptq|qdt

“
1

p
`

1

q
“ 1;

donc
şb
a |uptqvptq| dt ď AB, ce qu’on voulait montrer. �

Autre preuve. (1) On pose comme plus haut

A “
´

n
ÿ

i“1

|ui|
p
¯1{p

,

et on écrit

|uivi| “ λixi, où λi “
|ui|

p

Ap
et xi “ Ap |ui|

1´p|vi|.
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Les λi sont ě 0 et
řn
i“1 λi “ 1 par définition de A. Comme la fonction x ÞÑ xq est

convexe sur r0,8r, on en déduit, d’après l’inégalité de Jensen discrète :

´

n
ÿ

i“1

|uivi|
¯q
“

˜

n
ÿ

i“1

λixi

¸q

ď

n
ÿ

i“1

λix
q
i

“

n
ÿ

i“1

|ui|
p

Ap
ˆApq |ui|

qp1´pq|vi|
q

“ Apq´p
n
ÿ

i“1

|ui|
p`q´pq|vi|

q

“ Aq
n
ÿ

i“1

|vi|
q car p` q “ pq.

Donc
n
ÿ

i“1

|uivi| ď A

˜

n
ÿ

i“1

|vi|
q

¸1{q

“

˜

n
ÿ

i“1

|ui|
p

¸1{p˜ n
ÿ

i“1

|vi|
q

¸1{q

.

(2) La preuve est très semblable en posant A “
´

şb
a |uptq|

p
¯1{p

, en écrivant

|uptqvptq| “ λptqxptq où λptq “
|uptq|p

Ap
et xptq “ Ap |uptq|1´p|vptq|,

et en utilisant cette fois l’inégalité de Jensen continue. Les détails sont laissés en exo.
�

Remarque. Pour p “ 2 “ q, l’inégalité de Hölder s’appelle l’inégalité de Cauchy-
Schwarz (déjà rencontrée au Chapitre 2). Elle s’écrit

n
ÿ

i“1

|uivi| ď

˜

n
ÿ

i“1

|ui|
2

¸1{2 ˜ n
ÿ

i“1

|vi|
2

¸1{2

dans le cas “discret”,

ż b

a
|uptqvptq| dt ď

ˆ
ż b

a
|uptq|2

˙1{2 ˆż b

a
|vptq|2

˙1{2

dans le cas “continu”.

Exercice. Soit f “ RÑ C une fonction de classe C1. On suppose qu’il existe p ą 1
et une constante C tels que

ż

I
|f 1ptq|pdt ď C pour tout intervalle fermé borné I Ď R.

Montrer que f est uniformément continue sur R. (Suggestion : utiliser le Théorème fon-

damental de l’analyse et l’inégalité de Hölder pour majorer |fpvq ´ fpuq| pour u, v P R.)

6.7. Inégalité de Minkowski.

Théorème 6.9. Soit p P r1,8r.

(1) Pour tous u1, . . . , un, v1, . . . , vn P C, on a
˜

n
ÿ

i“1

|ui ` vi|
p

¸1{p

ď

˜

n
ÿ

i“1

|ui|
p

¸1{p

`

˜

n
ÿ

i“1

|vi|
p

¸1{p

.
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(2) Pour toutes fonctions continues u, v : ra, bs Ñ C, on a
ˆ
ż b

a
|uptq ` vptq|pdt

˙1{p

ď

ˆ
ż b

a
|uptq|pdt

˙1{p

`

ˆ
ż b

a
|vptq|pdt

˙1{p

.

Démonstration. (1) Pour tout x “ px1, . . . , xnq P Cn, on posera

}x}p :“

˜

n
ÿ

i“1

|xi|
p

¸1{p

.

Avec cette notation, il s’agit de montrer que

}u` v}p ď }u}p ` }v}p pour tous u, v P Cn.

Fait 1. Si x P Cn, alors }αx}p “ |α| }x}p pour tout α P C.

Preuve du Fait 1. Exo. �

Fait 2. Si x, y P Cn vérifient }x}p ď 1 et }y}p ď 1, alors }p1´λqx`λy}p ď 1 pour
tout λ P r0, 1s.

Preuve du Fait 2. Si on écrit x “ px1, . . . , xnq et y “ py1, ¨ ¨ ¨ , ynq, alors

}p1´ λqx` λy}pp “
n
ÿ

i“1

ˇ

ˇp1´ λqxi ` λyi
ˇ

ˇ

p

ď

n
ÿ

i“1

`

|p1´ λqxi| ` |λyi|
˘p

“

n
ÿ

i“1

`

p1´ λq|xi| ` λ|yi|
˘p

ď

n
ÿ

i“1

`

p1´ λq|xi|
p ` λ|yi|

p
˘

car la fonction t ÞÑ tp est convexe

“ p1´ λq
n
ÿ

i“1

|xi|
p

looomooon

ď1

`λ
n
ÿ

i“1

|yi|
p

loomoon

ď1

ď p1´ λq ` λ “ 1.

Donc }p1´ λqx` λy}p ď 1. �

Remarque. Le Fait 2 signifie que l’ensemble C “ tx P Cn; }x}p ď 1u est un
ensemble convexe :

@x, y P C @λ P r0, 1s : p1´ λqx` λy P C.

On peut maintenant démontrer (1). Soient u, v P Cn. Si }u}p “ 0 ou }v}p “ 0, alors
u “ 0 ou v “ 0, donc }u` v}p “ }u}p ` }v}p (micro-exo). On peut donc supposer que
}u}p ą 0 et }v}p ą 0, ce qui permet de poser

x :“
u

}u}p
et y :“

v

}v}p
¨

Par le Fait 1, on a (exo)
}x}p “ 1 “ }y}p.
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Donc, par le Fait 2 :

}p1´ λqx` λy}p ď 1 pour tout λ P r0, 1s.

Fait 3. Il existe λ P r0, 1s tel que u`v
}u}p`}v}p

“ p1´ λqx` λy.

Preuve du Fait 3. On a

u` v

}u}p ` }v}p
“

}u}p
}u}p ` }v}p

x`
}v}p

}u}p ` }v}p
y

“ p1´ λqx` λy avec λ “
}v}p

}u}p`}v}p
;

et en effet 0 ď λ ď 1. �

La preuve est maintenant terminée : par le Fait 3, on a
›

›

›

›

u` v

}u}p ` }v}p

›

›

›

›

p

ď 1,

et donc }u` v}p ď }u}p ` }v}p par le Fait 1.

(2) La preuve est très semblable. Notons Cpra, bsq l’ensemble de toutes les fonctions
continues x : ra, bs Ñ C. Pour x P Cpra, bsq, on pose

}x}p :“

ˆ
ż b

a
|xptq|p

˙1{p

;

et il s’agit de montrer que

}u` v}p ď }u}p ` }v}p pour toutes u, v P Cpra, bsq.
Pour cela, on recopie purement et simplement la preuve de (1), en remplaçant les

sommes par des intégrales. Les détails sont laissés en exo. �
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